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Trần Sĩ Tùng  Hệ phương trình nhiều ẩn 

Trang 1 

 
 

 
1. Hệ phương trình bậc nhất hai ẩn 

    a x b y c
a b a b

a x b y c
2 2 2 21 1 1
1 1 2 2

2 2 2
( 0, 0)

 + =
+ ≠ + ≠ + =

 

 Giải và biện luận: 

  – Tính các định thức: 
a b

D
a b

1 1

2 2
= , x

c b
D

c b
1 1

2 2
= ,   y

a c
D

a c
1 1

2 2
= . 

 
 Chú ý: Để giải hệ phương trình bậc nhất hai ẩn ta có thể dùng các cách giải đã biết như: 

 phương pháp thế, phương pháp cộng đại số. 
2. Hệ phương trình bậc nhất nhiều ẩn 
 Nguyên tắc chung để giải các hệ phương trình nhiều ẩn là khử bớt ẩn để đưa về các 

phương trình hay hệ phương trình có số ẩn ít hơn. Để khử bớt ẩn, ta cũng có thể dùng các 
phương pháp cộng đại số, phương pháp thế như đối với hệ phương trình bậc nhất hai ẩn. 

  
 
Bài 1. Giải các hệ phương trình sau: 

 a) x y
x y

5 4 3
7 9 8

 − =
 − =

   b) x y
x y

2 11
5 4 8

 + =
 − =

  c) x y
x y

3 1
6 2 5

 − =
 − =

 

 d) 
( )

( )
x y

x y
2 1 2 1

2 2 1 2 2

 + + = −


− − =
 e) 

x y

x y

3 2 16
4 3
5 3 11
2 5


+ =


 − =


  f) x y
y

3 1
5x 2 3

 − =


+ =
 

 ĐS:  
Bài 2. Giải các hệ phương trình sau: 

 a) x y

x y

1 8 18

5 4 51


− =


 + =


   b) x y

x y

6 5 3

9 10 1


+ =


 − =


   c) x y

x y

10 1 1
1 2

25 3 2
1 2


+ = − +


 + =
 − +

 

 d) x y x y

x y x y

27 32 7
2 3

45 48 1
2 3


+ = − +


 − = −
 − +

  e) x y x y

x y x y

6 2 3
2 2

3 4 1
2 2


+ = − +


 + = −

− +

 f) x y

x y

4 1 3
1

2 2 4
1


+ = −


 − =

−

 

 ĐS: a)   b)  c)  d)  e) 3 87;
70 140

 − 
 

 f)  

Bài 3. Giải các hệ phương trình sau: 

 a) 

x y
y x
x y
y x

6 3 2 5
1 1

4 2 4 2
1 1

 −
− = − +

 − − =
− +

  b) 

x x
y y

x x
y y

3 6 1
1 2
2 3 7
1 2

 −
− = + −

 − + =
+ −

  c) 

x y
x y
x y
x y

2 3 7 5
2 3
1 3 1 5
2 3

 − +
+ = − +

 + + + =
− +

 

I. HỆ PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT NHIỀU ẨN 

Xét D Kết quả 

D ≠ 0 Hệ có nghiệm duy nhất yx
DD

x y
D D

;
 

= = 
 

 

Dx ≠ 0 hoặc Dy ≠ 0 Hệ vô nghiệm D = 0 Dx = Dy = 0 Hệ có vô số nghiệm 
 



Hệ phương trình nhiều ẩn  Trần Sĩ Tùng 

Trang 2 

 

 d) 
x y

x y

x y
x y

1 13( ) 2 6

1 13( ) 2 4

  
+ + − =       − + + =   

 e) 

x y
x y
x y

y x

3( ) 7

5 5
3

 +
= − −

 − =
−

  f)  

 ĐS: a) 10;
2

 
 
 

 b) 5 7;
8 4

 
 
 

 c)   d) ( ) 2 2 2 21;1 , 1; , ;1 , ;
3 3 3 3

     − −     
     

  

Bài 4. Giải các hệ phương trình sau: 

 a) x x y
x x y

2

2
2 2 1 3

2 1 4

 + − − =


+ + − =
  b) x y

x y

2

2
3 1

2 7 15

 + =


− =
  c) 

x
y

x
y

2

2

52(4 ) 2

24 4


− + =



 − + =


  

 ĐS: a) (1;2),( 2;2)−  b) ( )2; 1± −  c)  
Bài 5. Giải các hệ phương trình sau: 

 a) x y
x y

1 0
2 1

 − + =
 − =

   b) x y
x y

1 2 1
1 3

 − + − =
 − + =

  c) x y
x y

2 2
2 3 1

 + =
 − =

  

 d) x y
x y

2 6 3 1 5
5 6 4 1 1

 − + + =
 − − + =

  e) x y x y
x y x y

2 9
3 2 17

 + − − =
 + + − =

 f) x y x y
x y x y

4 3 8
3 5 6

 + + − =
 + − − =

 

 ĐS:  
Bài 6. Giải và biện luận các hệ phương trình sau: 

 a) mx m y m
x my

( 1) 1
2 2

 + − = +
 + =

  b) mx m y
m x m y

( 2) 5
( 2) ( 1) 2

 + − =
 + + + =

 c) m x y m
m x y m

( 1) 2 3 1
( 2) 1

 − + = −
 + − = −

 

Bài 7. Trong các hệ phương trình sau hãy: 
  i) Giải và biện luận. ii) Tìm m ∈ Z để hệ có nghiệm duy nhất là nghiệm nguyên. 

 a) m x y m
m x y m m2 2

( 1) 2 1
2

 + − = −


− = +
 b) mx y

x m y m
1

4( 1) 4
 − =
 + + =

 c) mx y
x my m

3 3
2 1 0

 + − =
 + − + =

 

Bài 8. Trong các hệ phương trình sau hãy: 
  i) Giải và biện luận.  
  ii) Khi hệ có nghiệm (x; y), tìm hệ thức giữa x, y độc lập đối với m. 

 a) mx y m
x my m

2 1
2 2 5

 + = +
 + = +

  b) mx m y
m x my

6 (2 ) 3
( 1) 2

 + − =
 − − =

 c) mx m y m
x my

( 1) 1
2 2

 + − = +
 + =

 

Bài 9. Trong các hệ phương trình sau: 
  i) Tìm số nguyên m để hệ có nghiệm duy nhất là nghiệm nguyên. 
  ii) Khi hệ có nghiệm (x, y) , tìm hệ thức giữa x, y độc lập với m. 

 a) x y
y x m

2 5
2 10 5

 + =
 − = +

   b) mx y m
x my m

3
2 1

 + =
 + = +

  c) x y m
x y m

2 4
2 3 3

 − = −
 + = +

  

Bài 10. Giải và biện luận các hệ phương trình sau: 

 a) ax y b
x y3 2 5

 + =
 + = −

   b) y ax b
x y2 3 4

 − =
 − =

  c) ax y a b
x y a2

 + = +
 + =

 

Bài 11. Giải các hệ phương trình sau: 

 a) 
x y z
x y z

x y z

3 1
2 2 5

2 3 0

 + − =
− + =

 − − =
  b) 

x y z
x y z
x y z

3 2 8
2 6
3 6

 + + =
+ + =

 + + =
  c) 

x y z
x y z

x y z

3 2 7
2 4 3 8

3 5

 − + = −
− + + =

 + − =
 

 ĐS:  
 
 



Trần Sĩ Tùng  Hệ phương trình nhiều ẩn 

Trang 3 

 
 

 
 
1. Hệ gồm 1 phương trình bậc nhất và 1 phương trình bậc hai 
 • Từ phương trình bậc nhất rút một ẩn theo ẩn kia. 
 • Thế vào phương trình bậc hai để đưa về phương trình bậc hai một ẩn. 
 • Số nghiệm của hệ tuỳ theo số nghiệm của phương trình bậc hai này. 
 
2. Hệ đối xứng loại 1 

 Hệ có dạng: (I) f x y
g x y

( , ) 0
( , ) 0

 =
 =

 (với f(x, y) = f(y, x) và g(x, y) = g(y, x)). 

 (Có nghĩa là khi ta hoán vị giữa x và y thì f(x, y) và g(x, y) không thay đổi). 
 • Đặt S = x + y, P = xy. 
 • Đưa hệ phương trình (I) về hệ (II) với các ẩn là S và P. 
 • Giải hệ (II) ta tìm được S và P. 
 • Tìm nghiệm (x, y) bằng cách giải phương trình: X SX P2 0− + = . 
 
3. Hệ đối xứng loại 2 

 Hệ có dạng: (I) f x y
f y x
( , ) 0 (1)
( , ) 0 (2)

 =
 =

 

 (Có nghĩa là khi hoán vị giữa x và y thì (1) biến thành (2) và ngược lại). 
 • Trừ (1) và (2) vế theo vế ta được: 

    (I) ⇔ f x y f y x
f x y
( , ) ( , ) 0 (3)
( , ) 0 (1)

 − =
 =

 

 • Biến đổi (3) về phương trình tích:  

    (3) ⇔ x y g x y( ). ( , ) 0− =  ⇔ x y
g x y( , ) 0

 =
 =

. 

 • Như vậy:  (I) ⇔ 

f x y
x y
f x y
g x y

( , ) 0

( , ) 0
( , ) 0

 =
 =
 = =

. 

 • Giải các hệ trên ta tìm được nghiệm của hệ (I). 
 Chú ý: Với các hệ phương trình đối xứng, nếu hệ có nghiệm x y0 0( ; )  thì y x0 0( ; )

 cũng là nghiệm của hệ. Do đó nếu hệ có nghiệm duy nhất thì x y0 0= . 
 
4. Hệ đẳng cấp bậc hai 

 Hệ có dạng: (I) a x b xy c y d
a x b xy c y d

2 2
1 1 1 1

2 2
2 2 2 2

 + + =


+ + =
. 

 • Giải hệ khi x = 0 (hoặc y = 0). 
 • Khi x ≠ 0, đặt y kx= . Thế vào hệ (I) ta được hệ theo k và x. Khử x ta tìm được phương 

trình bậc hai theo k. Giải phương trình này ta tìm được k, từ đó tìm được (x; y). 
 
    
 
 
 

II. HỆ PHƯƠNG TRÌNH BẬC HAI HAI ẨN 



Hệ phương trình nhiều ẩn  Trần Sĩ Tùng 

Trang 4 

 VẤN ĐỀ 1: Hệ gồm 1 phương trình bậc nhất và 1 phương trình bậc hai 
 
Bài 1. Giải các hệ phương trình sau: 

 a) x y
x y

2 24 8
2 4

 + =
+ =

   b) x xy
x y

2 24
2 3 1

 − =
− =

  c) x y
x y

2( ) 49
3 4 84

 − =
+ =

 

 d) x xy y x y
x y

2 22 6
2 3

 + + − − = − =
  e) x y

xy x y
3 4 1 0

3( ) 9
 − + =
 = + −

  f) x y
xy x y
2 3 2

6 0
 + =
 + + + =

 

 g) y x x
x y

2 4
2 5 0

 + =
+ − =

  h) x y
x y y2 2

2 3 5
3 2 4

 + =


− + =
  i) x y

x xy y2 2
2 5

7
 − =


+ + =
  

 ĐS:  
Bài 2. Giải các hệ phương trình sau: 

 a)  x y
y x x y2 2
2 7 0

2 2 4 0
 − − =
 − + + + =

 b) x y
x xy x y2

4 9 6
3 6 3 0

 + =
 + − + =

 c) x x y
x x y

2

2
2 1 0

12 2 10 0

 + + + =


+ + + =
 

 d) x y x y
xy y x2
( 2 1)( 2 2) 0

3 1 0
 + + + + =
 + + + =

 e) x y x y
x y
(2 3 2)( 5 3) 0

3 1
 + − − − =
 − =

 f) x y
x y

2 211 5
2 3 12

 + = + =
 

 ĐS:  
Bài 3. Giải các hệ phương trình sau: 

 a) x xy y y y
x y

2 22 3 7 12 1
1 0

 − + = + − − + =
   b) x y x y

x y

2 2 6 2 0
8 0

 + + + = + + =
  

 c) x y xy x y
x y

2 29 4 6 42 40 135 0
3 2 9 0

 + + + − + = − + =
 d) x xy x

x y

2 10
2 5

 + + = − = −
 

 d)  x y xy x y
x y

2 27 9 12 5 3 5 0
2 3 1

 + − + + + = − =
  e) x xy y x y

x y

2 23 2 3 6 0
2 3

 − + + + − =
− =

 

 ĐS:  
Bài 4. Giải các hệ phương trình sau: 

 a) 
x y x y
x y

x y

3 2
1 2

4

 + −
− =

 −
 − =

  b) x y

x y2 2

1 1 1
3 2 3

1 1 1
49 4


− =


 − =


  c) x y

x y2 2

1 1 1
1 3
1 1 1

4( 1)


+ = +


 − =
 +

 

 d) x y x y
x y

2 2( ) 4( ) 117 0
25

 + + + − = − =
 e) x y

x y3 3
1

7
 − =
 − =

  f) x y x y
x y

2 2( )( ) 45
5

 − − = + =
 

 ĐS:  
Bài 5. Giải và biện luận các hệ phương trình sau: 

 a) x y
x y m2 2

6 + =


+ =
   b) x y m

x y x2 2 2 2
 + =


− + =
  c) x y

x y m2 2
3 2 1 − =


+ =

 

 ĐS:  
 
 
 
 
 
 
 
 



Trần Sĩ Tùng  Hệ phương trình nhiều ẩn 

Trang 5 

 VẤN ĐỀ 2: Hệ đối xứng loại 1 
 
Bài 1. Giải các hệ phương trình sau: 

 a) x xy y
x y xy x y2 2

11
2( ) 3

 + + =


+ − − + = −
 b) x y

x xy y2 2
4

13
 + =


+ + =
  c) xy x y

x y x y2 2
5

8
 + + =


+ + + =
 

 d) 
x y
y x
x y

13
6

6


+ =


 + =

   e) x x y y
x y xy

3 3 3 3 17
5

 + + =
+ + =

 f) x x y y
x xy y

4 2 2 4

2 2
481

37

 + + =


+ + =
 

 ĐS: a) (2;3),(3;2)  b) (1;3),(3;1)   c) (1;2),(2;1)   

  d) 12 8 8 12; , ;
5 5 5 5

   
   
   

 e) (1;2),(2;1)   f) (4;3),(3;4),( 4; 3),( 3; 4)− − − −  

Bài 2. Giải các hệ phương trình sau: 

 a) x xy y
x y y x2 2

1
6

 + + = −


+ = −
  b) x y

x x y y

2 2

4 2 2 4
5

13

 + =


− + =
 c) x y y x

x y

2 2

3 3
30

35

 + =


+ =
 

 d) x y
x y x y

3 3

5 5 2 2
1 + =


+ = +

  e) x y xy
x y x y

2 2

4 4 2 2
7

21

 + + =


+ + =
 f) x y xy

x y x y2 2
11

3( ) 28
 + + =


+ + + =
 

 ĐS: a)    b)   c) (2;3),(3;2)   
  d)    e)    f) 
Bài 3. Giải các hệ phương trình sau: 

 a) x xy y
x xy y

2 2 4
2

 + + = + + =
  b) x xy y

x y xy2 2
5

13
 + − =
 + + =

  c) x xy y
x xy y

2 2 19
7

 − + = + + = −
 

 d) x y xy
x y x y2 2

11
3( ) 28

 + + =
 + + + =

 e) x xy y
x xy y

2 2 3
2 2 3

 + + = + + = −
  f) x y xy

x y xy2 2
5

7
 + + =
 + + =

 

 ĐS: a) (1;1)   b)   c) 
  d)    e)   f) (1;2),(2;1)  
Bài 4. Giải các hệ phương trình sau: 

 a) x xy y
x x y y

2 2

4 2 2 4
7

21

 + + =


+ + =
  b) x y

x x y y

2 2

4 2 2 4
5

13

 + =


− + =
 c) x y

x y xy

4 4

2 2
17

3

 + =


+ + =
 

 d) x y
xy x y

3 3 7
( ) 2

 + = + = −
  e) x y

x y xy

3 3 19
( )(8 ) 2

 + = + + =
 f) x y

x y x y

5 5

9 9 4 4
1 + =


+ = +

 

 ĐS: a)   b)   c)   
  d)   e)   f)  
Bài 5. Giải các hệ phương trình sau: 

 a) x x y y
x x y y

2 2 18
( 1). ( 1) 72

 + + + = + + =
  b) x x x y

x x y2
( 2)(2 ) 9

4 6
 + + =
 + + =

 c) 
x y

x y2 2

1
1
2

 + =
 + =

 

 d) 

xx y
y

x y x
y

3

( ) 2


− + =

 − =


   e) 

xx y
y

x y x
y

9

( ) 20


+ + =

 + =


  f) 
x y xy

xy
x y

11
6 6 11

 + + =

 + + =

 

 ĐS: a) (3; 3),( 3;3),(2;3),(3,2),( 4; 3),( 3; 4),(2; 4),( 4;2)− − − − − − − −  b)  
 c)   d)   e)   f) (2;3),(3;2)  

Bài 6. Giải các hệ phương trình sau: 



Hệ phương trình nhiều ẩn  Trần Sĩ Tùng 

Trang 6 

 

 a) 
x y

xy

x y
x y

2 2
2 2

1( ) 1 5

1( ) 1 49

  
+ + =  

  
   + + =   

  b) ( )
y x x y

x y
x y

2 2

2 2
2 2

( 1) 2 ( 1)
11 24

 + = +
   + + =   

 

 

 c) 
x y

x y

x y
x y

2 2
2 2

1 1 4

1 1 4


+ + + =


 + + + =


  d) 

x y

x y

x y
xy

2 2
2
31 1

1( )(1 ) 6


+ = + +

 + + =


 

 e) 
x y y x y x xy

y xxy
xy x y

2 22 2 6
1 4

 + + + =
 + + + =

  f) 
xy

xy

x y
xy

1 4

1( ) 1 5


+ =

   + + =   

 

 ĐS: a) 7 3 5 7 3 5; 1 , 1;
2 2

   ± ±
− −   

   
  b)    c) (1;1)   

  d)   e)   f) 
Bài 7. Giải các hệ phương trình sau: 

 a) xy x y
x y x y

2 2

2 2 4 4
3 ( ) 5
7 ( ) 155

 − + =


− + =
  b) x y y x

x x y y
30
35

 + =


+ =
   

 c) x y
x y xy

4
4

 + =


+ − =
   d) 

x y
x y

x y
x y

2 2
2 2

1 1( ) 5

1 1( ) 49

  
+ + =    

   + + =   

  

 e) 
x y
y x xy

x xy y xy

7 1

78


+ = +


 + =

   f) x y
x y y x x y

1 1 3
1 1 1 1 6

 + + + =


+ + + + + + + =
 

 ĐS: a)    b) (4;9),(9;4)   c) 
  d)    e)   f)  
Bài 8. Giải và biện luận các hệ phương trình sau: 

 a) x y xy m
x y m2 2 3 2

 + + =


+ = −
  b) x y m

x y xy m m2 2 2
1
2 3

 + = +


+ = − −
 c) x y m

xy x y m
( 1)( 1) 5

( ) 4
 + + = +
 + =

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Trần Sĩ Tùng  Hệ phương trình nhiều ẩn 

Trang 7 

 VẤN ĐỀ 3: Hệ đối xứng loại 2 
 
Bài 1. Giải các hệ phương trình sau: 

 a) x x y
y y x

2

2
3 2
3 2

 = +


= +
   b) x y x y

y x y x

2 2

2 2
2 2
2 2

 − = +


− = +
  c) x y y

y x x

2 2

2 2
2 5 4
2 5 4

 − = +


− = +
 

 d) xy x y
xy y x

2

2
8( 1)
8( 1)

 + = −


+ = −
  e) x x y

y y x

3

3
3 8
3 8

 = +


= +
  f) x x y

y y x

3

3
2
2

 = +


= +
 

 ĐS: a)   b)   c) 
  d)   e)   f) 
Bài 2. Giải các hệ phương trình sau: 

 a) x x y
y y x

2 2

2 2
2 3 2
2 3 2

 − = −


− = −
  b) x x y

y y x

2

2
2 4
2 4

 = + +


= + +
  c) x y y

y x x

2

2
2 4 5
2 4 5

 = − +


= − +
 

 d) xy x y
xy y x

2

2
1
1

 + = −


+ = −
  e) x x y

y y x

3

3
2
2

 + =


+ =
  f) 

x x y

y y x

3

3

34
2
34
2


+ = +


 + = +


 

 ĐS: a)   b)   c)   
  d)   e) (0;0)   f)  
Bài 3. Giải các hệ phương trình sau: 

 a) 

yx y
x
xy x
y

3 4

3 4


− =


 − =


   b) 
x y

x

y x
y

2

2

32

32


+ =


 + =


  c) 

xx
y

yy
x

2

2

2

2

23

23

 +
=




+ =

  

 d) 
x y

y

y x
x

2

2

12

12


= +


 = +


   e) 
x

y x

y
x y

1 32

1 32


+ =


 + =


  f)  

 ĐS: a)    b)   c) (1;1)   
  d)   e) 
Bài 4. Giải các hệ phương trình sau: 

 a) x y
y x

2 3 4 4
2 3 4 4

 + + − =


+ + − =
  b) x y

y x
1 7 4
1 7 4

 + + − =


+ + − =
 c) x y

x y
2 2

2 2

 + − =


− + =
 

 d) x y
y x

6 2 3
6 2 3

 + − =


+ − =
  e) x y

x y
5 2 7
2 5 7

 + + − =


− + + =
 f) 

2 2

2 2

91 2

91 2

 + = − +


+ = − +

x y y

y x x
 

 ĐS: a) 11 11(3;3), ;
9 9

 
 
 

 b) (8;8)    c) 

  d)   e)   f) (3;3)  
Bài 5. Giải và biện luận các hệ phương trình sau: 

 a) x x my
y y mx

2

2
3
3

 = +


= +
   b) x y m m

y x m m

2 2

2 2
(3 4 ) (3 4 )
(3 4 ) (3 4 )

 − = −


− = −
 c) xy x m y

xy y m x

2

2
( 1)
( 1)

 + = −


+ = −
 

Bài 6. Tìm m để hệ phương trình sau có nghiệm duy nhất: 
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 a) x y m y
xy m x

2 2

2 2

 + =


+ =
   b) xy x m y

xy y m x

2

2
( 1)
( 1)

 + = −


+ = −
 c) 

mx y
y

my x
x

2
2

2
2

2

2


= +


 = +

 

 
 
 

VẤN ĐỀ 4: Hệ đẳng cấp bậc hai 
 
Bài 1. Giải các hệ phương trình sau: 

 a) x xy y
x xy y

2 2

2 2
3 1

3 3 13

 − + = −


− + =
  b) x xy y

x xy y

2 2

2 2
2 4 1
3 2 2 7

 − + = −


+ + =
 c) y xy

x xy y

2

2 2
3 4
4 1

 − =


− + =
 

 d) x xy y
x xy y

2 2

2 2
3 5 4 38
5 9 3 15

 + − =


− − =
  e) x xy y

x xy y

2 2

2 2
2 3 9
4 5 5

 − + =


− + =
 f) x xy y

x xy y

2 2

2 2
3 8 4 0
5 7 6 0

 − + =


− − =
 

 ĐS: a)    b)   c) 
  d)   e)   f) 
Bài 2. Giải các hệ phương trình sau: 

 a) x xy y
x xy y

2 2

2 2
3 2 11

2 3 17

 + + =


+ + =
  b) x xy y

x xy y

2 2

2 2
3 5 5 37
5 9 3 15

 + − =


− − =
 c) x xy y

x xy y

2 2

2 2
4 2 1

2 4

 − + =


− + =
 

 d) x xy y
x xy y

2 2

2 2
3 1

2 2 8

 − + = −


+ + =
  e) x xy y

x xy y

2 2

2 2
2 3 2

2 4

 + − = −


− + =
 f) x xy y

y xy x

2 2

2 2
3 5 4 3
9 11 8 13

 − − = −


+ − =
 

 ĐS: a)    b)   c) 
  d)   e)   f) 
Bài 3. Giải các hệ phương trình sau: 

 a) x y
xy x y

3 3 7
( ) 2

 − = − =
   b) y x

x y xy

3 3

2 2
7

2 3 16

 − =


+ =
  c) x y

x y xy y

3 3

2 2 3
1

2 2

 + =


+ + =
 

 d) x xy y
x x y y

3 2 3

3 2 3
1

2 2

 − + =


− + =
  e) x x y xy y

y x y xy

3 2 2 3

3 2 2
3 6

3 2 2

 + + + =


+ − =
 f) x y x y

x y x y

2 2

2 2
( )( ) 13
( )( ) 25

 − + =


+ − =
  

 ĐS: a)    b)   c) 
  d)   e)   f) 
Bài 4. Giải và biện luận các hệ phương trình sau: 

 a) x mxy y m
x m xy my m

2 2

2 2( 1)

 + + =


+ − + =
 b) xy y

x xy m

2

2
12

26

 − =


− = +
  c) x xy y m

y xy

2 2

2
4
3 4

 − + =


− =
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Vấn đề 1: Phương pháp thế 

 
 Từ phương trình đơn giản nhất của hệ hoặc từ phương trình tích tìm cách rút một ẩn theo 

ẩn kia, rồi thế vào phương trình còn lại. Giải phương trình này. Số nghiệm của hệ tuỳ 
thuộc số nghiệm của phương trình này. 

 Một số dạng thường gặp: 
 • Dạng 1: Trong hệ có một phương trình bậc nhất với ẩn x (hoặc y). 
 • Dạng 2: Trong hệ có một phương trình có thể đưa về dạng tích của các biểu thức bậc 

nhất hai ẩn. 
 • Dạng 3: Trong hệ có một phương trình có thể đưa về dạng phương trình bậc hai của 

một ẩn với ẩn còn lại là tham số. 
 Chú ý: Đôi khi có thể ta phải kết hợp biến đổi cả 2 phương trình của hệ để đưa về một 

trong các dạng trên. 
 
 

Bài 1. Giải hệ phương trình sau: 
 + + =


+ + + =

x x y
x x y xy x

2

3 2 2
5 9

3 2 6 18
 

 • HPT  ⇔ y x x
x x x x+

2

4 3 2
9 5
4 5 18 18 0

 = − −


+ − − =
 ⇔ 

y x x
x
x
x

29 5
1

3
1 7

 = − −
 =
 = −
 = − ±

  

  ⇔ 

x y
x y
x y
x y

1; 3
3; 15
1 7; 6 3 7
1 7; 6 3 7

 = =
 = − =


= − − = +
 = − + = −

 

 Bài tương tự: 

 a) x y xy x y
y x x

2 2

2
2 3 4 9
7 6 2 9

 + = +


+ = +
. Nghiệm 16 1 1 9 3 332; , ; , ;3

7 2 7 4

     − ±
− − −          

. 

Bài 2. Giải hệ phương trình sau: x y xy
x x y

2 2

3
1

2

 + − =


= +
 

 • HPT  ⇔ x x x
y x x

6 4 2

3
4 6 3 1 0

2

 − + − =


= −
 ⇔  x

y
1
1

 =
 =

. 

 Nghiệm: (1;1),( 1; 1)− − . 

Bài 3. Giải hệ phương trình sau: x x y x y x
x xy x

4 3 2 2

2
2 2 9 (1)
2 6 6 (2)

 + + = +


+ = +
 

 • Từ (2), rút x xxy
26 6

2
+ −

= . Thay vào (1) ta được: x x 3( 4) 0+ =  ⇔ x
x

0
4

 =
 = −

 

 Nghiệm: 174;
4

 
− 

 
. 

III. HỆ PHƯƠNG TRÌNH DẠNG KHÁC 



Hệ phương trình nhiều ẩn  Trần Sĩ Tùng 

Trang 10 

 
Bài 4. Giải hệ phương trình sau: x xy y

y xy

2 2

2
3 11 (1)
2 5 (2)

 − + =


− =
 

 • Dễ thấy y 0≠ . Từ (2), rút yx
y

2 5
2

−
= .  

 Thay vào (1) ta được: y y y y
y y

22 2
25 53 11

2 2

 − −
− + = 

 
 ⇔ y y4 224 25 0+ − = ⇔ y 1= ±  

 Nghiệm: (2; 1),( 2;1)− − . 

Bài 5. Giải hệ phương trình sau: x y y x y
x y x y

2

2
1 ( ) 4 (1)

( 1)( 2) (2)

 + + + =


+ + − =
 

 • Dễ thấy y ≠ 0. HPT ⇒ [ ]y y y x y x y4 ( ) ( 2)− + + − = ⇔ [ ]y x
2

(3 ) 0− − =  ⇔ y x3= −  
 Nghiệm: (1;2),  ( 2;5)− . 

Bài 6. Giải hệ phương trình sau: x x y
x y x y

2 2

2 2
2 1 0 (1)

3 2 0 (2)

 + + − =


+ − + − =
 

 • (1) ⇔ x y2 2( 1)+ =  ⇔ y x
y x

1
1

 = +
 = − −

 

 Nghiệm:  

Bài 7. Giải hệ phương trình sau: x xy y
x x y xy

2 2

2
4 3 0 (1)

2 1 3 (2)

 + + =


+ + = −
 

 • (1) ⇔ x y x y( )( 3 ) 0+ + =  ⇔ x y
x y3

 = −
 = −

 

 Nghiệm: (3; 1)− . 

Bài 8. Giải hệ phương trình sau: x xy y x y
x y

2 2

2 2
2 4 2 3 3 2 0 (1)
3 32 5 0 (2)

 + + + + − =


− + =
 

 • (1) x y x y22( ) 3( ) 2 0⇔ + + + − =  ⇔ 
x y

x y

2
1
2

 + = −


+ =


 

 Nghiệm:  

Bài 9. Giải hệ phương trình sau: x x y x
x xy y

3 2 3

2
3 3 1 (1)

5 (2)

 + = − −


+ + =
 

 • (1) ⇔ x x x y3 2 33 3 1+ + + =  ⇔ x y3 3( 1)+ =  ⇔ y x 1= +  
 Nghiệm: (1;2),( 2; 1)− − . 

Bài 10. Giải hệ phương trình sau: 

x xy
x y

x
x y

22 4 1 5 (1)
2

3 (2)
2

 + +
= − +

 = −
 +

 

 • (1) ⇔ x
x y

12 5
2

+ = −
+

. Thay vào (2) ta được: x x22 5 3 0+ − =  ⇔ 
x y

x y

3 ( 2)
1 1( )
2 3

 = − =


= = −
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  Nghiệm: 1 1( 3;2), ;
2 3

 
− − 

 
. 

Bài 11. Giải hệ phương trình sau: x y
x xy

2 2

3 2
2( ) 1 (1)
2 6 1 (2)

 + =


+ =
 

 • HPT ⇒ x x y xy2 2 22 ( ) 4 1+ + = x xy24 1⇔ + =  ⇔ xy x2 1 (1 )
4

= −  (*) 

 Thay vào (2) ta được: x x34 3 1 0− + =  ⇔ 
x

x

1
1
2

 = −


=


. 

 Nghiệm:  

Bài 12. Giải hệ phương trình sau: x xy x y
x xy x y

2

2
2 4 2 2 0 (1)
3 6 3 0 (2)

 + − − + =


+ − + =
 

 • Lấy (2) (1)−  ta được: x y x y2 (2 1) 4 2 0+ + + − =  ⇔ x
x y

2
1

 = −
 = −

 

 Nghiệm:  

Bài 13. Giải hệ phương trình sau: x y
x y xy x

2 2

2 2 2
(1 ) 2

3 1

 + =


+ = −
 

 • HPT ⇔ x x y
x y xy x

2 2 2

2 2 2
2 (1)
3 1 (2)

 + =


+ = −
.  

 Lấy (1) (2)−  ta được: x xy x2 23 3− = −  ⇔ xy x24 3= − .  

 Thay vào (1) ta được: x x4 216 23 7 0− + =  ⇔ 
x

x

2

2

1
7

16

 =

 =


. 

 Nghiệm:  

Bài 14. Giải hệ phương trình sau: 
x y

x y

y x
x y

2 2

2 2

1 1 2( ) (1)
2

1 1 (2)
2


+ = +


 − = −


 

 • Lấy (1) (2)±  ta được: 
x y

x

x y
y

2 2

2 2

2 3

1 3


= +


 = +


 ⇔ x xy
y x y

3 2

3 2
3 2 (3)
3 1 (4)

 + =


+ =
  

 Lấy (3) 4±  ta được:  x y
x y

3

3
( ) 3
( ) 1

 + =


− =
 ⇔ x y

x y

3 3
1

 + = − =
 

 Nghiệm: 
3 33 1 3 1;

2 2

 + −
 
 

. 

Bài 15. Giải hệ phương trình sau: x y xy
x y x

2 2

2
4 6 (1)

2 8 3 7 (2)

 + + =


+ = +
 

 • Lấy (1) (2)+  ta được:  x y x y y2 23 (4 7) 3 2 0+ − + − + =  ⇔ 
x y

yx

2
1

3

 = −
 −

=


. 
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  Nghiệm:  

Bài 16. Giải hệ phương trình sau: x xy y
x xy x y

2 2

2
3 (1)

2 7 5 9 0 (2)

 + + =


+ − − + =
 

 • Lấy (1) (2)+  ta được: x y x y(2 3)( 2) 0+ − + − =  ⇔ y x
y x

3 2
2

 = −
 = −

   

 Nghiệm: (1;1),(2; 1)− . 

Bài 17. Giải hệ phương trình sau: 
x y x

y x y

4 3

4 3

12 3 3 (1)
4
12 3 3 (2)
4


+ − = − +


 + − = − −


 

 • Lấy (1) (2)+  ta được: x x x y y y4 3 4 3 12 2
2

+ − + + − = −  

 ⇔ x x x x y y y y2 2 2 2 2 21 1( ) ( ) ( ) ( ) 0
4 4

+ − + + + + − + + =   

 ⇔ x x y y
2 2

2 21 1 0
2 2

   
+ − + + − =   

   
⇔ 

x

y

1 3
2

1 3
2

 − −
=


− + =

 

 Nghiệm: 1 3 1 3;
2 2

 − − − +
 
 

. 

Bài 18. Giải hệ phương trình sau: 
x xy z
y yz x

z xz y

2 2

2 2

2 2

4 4 12 0 (1)
4 12 0 (2)

16 8 4 0 (3)

 − + + =

 − + − =
 − + =

 

 • Lấy (1) (2) (3)+ +  ta được: x y z x y z2 2 2( 2 ) (4 ) ( 2 ) 0− + − + − =  ⇔ 
x y
x z
y z

2
4
2

 =
=

 =
 

 Thay vào HPT ta được: z2 1=  ⇒ z 1= ± . 
 Nghiệm: (4;2;1),( 4; 2; 1)− − − . 

Bài 19. Giải hệ phương trình sau: x y
x y x y

3 3

2 2
35 (1)

2 3 4 9 (2)

 − =


+ = −
 

 • Lấy (1) 3 (2)− × , ta được x y3 3( 2) (3 )− = +  ⇒ x y 5= + . 
 Nghiệm: (3; 2),(2; 3)− − . 

Bài 20. Giải hệ phương trình sau: x y
x y x y

3 3

2 2
9 (1)

2 4 (2)

 + =


+ = +
 

 • Lấy (1) 3 (2)− × , ta được x y3 3( 1) (2 )− = −  ⇒ x y3= − . 
 Nghiệm: (2;1),(1;2) . 

Bài 21. Giải hệ phương trình sau: x y
x y x y

3 3

2 2
91 (1)

4 3 16 9 (2)

 + =


+ = +
 

 • Lấy (1) 3 (2)− × , ta được x y3 3( 4) (3 )− = −  ⇒ x y7= − . 
 Nghiệm: (3;4),(4;3) . 
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Bài 22. Giải hệ phương trình sau: xy x y

x y x y2 2
3 2 16 (1)

2 4 33 (2)
 − − =
 + − − =

 

 • Lấy 2 (1) (2)× + , ta được x y x y2( ) 8( ) 65 0+ − + − =  ⇔ x y x y( 5)( 13) 0+ + + − =  

     ⇔ x y
x y

5 0
13 0

 + + =
 + − =

 

 Nghiệm:  

Bài 23. Giải hệ phương trình sau: xy x y
x y x y2 2
2 3 4 6 (1)

4 4 12 3 (2)
 + + = −
 + + + =

 

 • Lấy 2 (1) (2)× + , ta được x y x y2( 2 ) 10( 2 ) 9 0+ + + + =  ⇔ x y
x y

2 1
2 9

 + = −
 + = −

 

 Nghiệm:  

Bài 24. Giải hệ phương trình sau: x xy y y
x xy y x y

2 2

2 2
3 4 0 (1)

2 2 11 6 2 0 (2)

 + − + + =


+ − + + − =
 

 • Lấy 2 (1) (2)× − , ta được x x2 11 10 0− + =  ⇔ x
x

1
10

 =
 =

  

 Nghiệm:  

Bài 25. Giải hệ phương trình sau: 
x y

x x y x

2 2

2

1 (1)
5
574 3 (3 1) (2)
25


+ =


 + − = − +


 

 • Lấy (1) 25 (2) 50× + × , ta được x y x y225(3 ) 50(3 ) 119 0+ + + − =  ⇔ 
x y

x y

73
5

173
5


+ =


 + = −


 

 Nghiệm: 2 1 11 2; , ;
5 5 25 25

   
   
   

. 

Bài 26. Giải hệ phương trình sau: x xy
x xy y y x

3 2

2 2
3 49 (1)
8 8 17 (2)

 + = −


− + = −
 

 • Lấy (1) 3 (2)+ ×  ta được: x x y2 2( 1) ( 1) 3( 4) 0 + + + − =   ⇔ x
x y

1
1, 4

 = −
 = − =

  

 Nghiệm: ( 1;4),( 1; 4)− − − . 

Bài 27. Giải hệ phương trình sau: x y y
x y xy x y

2 3

2 2
6 2 35 0 (1)
5 5 2 5 13 0 (2)

 + + =


+ + + + =
 

 • Lấy (1) 3 (2)+ ×  ta được: y x y
2 2

1 5(2 5) 3 0
2 2

     + + + + =        
 ⇔ 

y

x y

5
2
1 5,
2 2


= −


 = − = −


 

 Nghiệm: 1 5 1 5; , ;
2 2 2 2

   
− − −   

   
. 

Bài 28. Giải hệ phương trình sau: x xy y x
y xy y

2 2

2
2 2 3 0 (1)

3 1 0 (2)

 + + + =


+ + + =
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  • Lấy (1) 2 (2)+ ×  ta được: x y x y2( 2 ) 3( 2 ) 2 0+ + + + =  ⇔ x y
x y

2 1 0
2 2 0

 + + =
 + + =

 

 Nghiệm: ( 3 2 2;1 2),( 3 2 2;1 2)− − + − + − , 1 5 1 53 5; , 3 5;
2 2

   − +
− + − −   

   
.    

Bài 29. Giải hệ phương trình sau: x y
x y x y x y

4 4

3 3 2 2
240 (1)

2 3( 4 ) 4( 8 ) (2)

 − =


− = − − −
 

 • Lấy (1) 8 (2)− ×  ta được: x y2 4( 2) ( 4)− = −  ⇔ x y
x y

2
6

 = −
 = −

. 

 Nghiệm: (4;2),( 4; 2)− − . 

Bài 30. Giải hệ phương trình sau: x y
y x y y x

2

4 2
3 9 (1)
4(2 3) 48 48 155 0 (2)

 + =


+ − − − + =
 

 • Lấy 16 (1) (2)× +  ta được: y x
22 2(2 3) 25 + − =   

 Nghiệm: 

Bài 31. Giải hệ phương trình sau: x x y
y xy

3 2

3 2
2 3 5 (1)

6 7 (2)

 + =


+ =
 

 • Lấy 4 (1) (2)× +  ta được: x x y xy y3 2 2 38 12 6 27+ + + =  ⇔ x y 3(2 ) 27+ = ⇔ x y2 3+ =  

 Nghiệm: 5 105 7 105 5 105 7 105(1;1), ; , ;
8 4 8 4

   − + + −
   
   

. 

Bài 32. Giải hệ phương trình sau: x y
x y x y

3 3

2 2
9 (1)

2 4 0 (2)

 − =


+ − + =
 

 • Lấy (1) 3 (2)− ×  ta được: x y3 3( 1) ( 2)− = +  ⇔ x y 3= + . 
 Nghiệm: (2; 1),(1; 2)− − . 

Bài 33. Giải hệ phương trình sau: x y xy
x y

3 3

2 2
3( ) 4 (1)

9 (2)

 − =


=
 

 •   Từ (2): x y xy2 2 9 3= ⇔ = ± . 

 • Khi: xy 3= , ta có: x y3 3 4− =  và ( )x y3 3. 27− = −  

 Suy ra: x y3 3;( )−  là các nghiệm của phương trình: X X X2 4 27 0 2 31− − = ⇔ = ±  

 Vậy nghiệm của Hệ PT là x y3 32 31, 2 31= + = − −   

    hoặc  x y3 32 31, 2 31= − = − + . 

 • Khi: xy 3= − , ta có: x y3 3 4− = −  và ( )x y3 3. 27− =   

  Suy ra: x y3 3;( )−  là nghiệm của phương trình: X X PTVN2 4 27 0 ( )+ + =  

Bài 34. Giải hệ phương trình sau: 
x y

x y
y x3

1 1 (1)

2 1 (2)


− = −


 = +

  (A - 2003) 

 • Điều kiện: xy ≠ 0. Ta có: (1) ⇔ x yx y
xyxy

1( ) 1 0
1

   =− + = ⇔   = − 
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 Trường hợp 1: 

x y
x y x y

x y
x x x x x

x y

3 2

1
1 5

22 1 ( 1)( 1) 0
1 5

2

 = =
 = = − +⇔ ⇔ = = 

= + − + − =  
 − −

= =


 

 Trường hợp 2: 
yxy yx xy x x x x VN

x

3
3 4

1 11
22 1 1 2 0 ( )

 = − = − = − ⇔ ⇔  
= +  − = + + + =

 

  Nghiệm  1 5 1 5 1 5 1 5(1;1), ; , ; ;
2 2 2 2

   − − − − − + − +
   
   

.  

Bài 35. Giải hệ phương trình sau: x y x y x x
xy x x

2 2

2
( 1)( 1) 3 4 1 (1)

1 (2)

 + + + = − +


+ + =
 

 • Dễ thấy x 0=  không thoả mãn (2) nên (2) ⇔ xy
x

2 11 −
+ = , thay vào (1) ta được: 

  x xx x x x
x x

2 2
2 21 1. 3 4 1

 − −
+ = − + 

 
⇔ x x x x3 2( 1)(2 2 4 ) 0− + − =  ⇔ x x1; 2= = − . 

 ⇒ Hệ có nghiệm: 5(1; 1), 2;
2

 
− − − 

 
. 

Bài 36. Giải hệ phương trình sau: y x x
y x xy x y

2

2 2
(5 4)(4 ) (1)
5 4 16 8 16 0 (2)

 = + −


− − + − + =
 

 • Từ (1) ⇒ y x x2 25 16 16= − + + .  

 Thay vào (2) ta được: y xy y22 4 8 0− − =  ⇔ y
y x

0
2 4

 =
 = +

 

 • Với y = 0 ⇒ x x25 16 16 0− + + =  ⇔ x

x

4
5

4


= −

 =
 

 • Với y x2 4= +  ⇒ x x x2 2(2 4) 5 16 16+ = − + + ⇔ x = 0 ⇒ y = 4. 

 Kết luận: Nghiệm (x; y): 4(0;4), (4;0), ;0
5

 
− 

 
.  

Bài 37. Giải hệ phương trình sau: xy x y
x y xy y2 2 2

7 1 (1)
13 1 (2)

 + − = −
 + − = −

 

 • Từ (1) ⇒ xy y x1 7+ = − . Thay vào (2) ta được: x xy y2 215 36 0− + =  ⇔ x y
x y

3
12

 =
 =

 

 Nghiệm: 1(3;1), 1;
3

 
 
 

. 

Bài 38. Giải hệ phương trình sau: xy x y
x y y2 2 2

7 1 (1)
10 1 (2)

 = + +
 = −

 

 • Từ (1) ⇒ yx
y

7 1
1

+
=

−
. Thay vào (2) ta được:  y y y

y

2
2 27 1 10 1

1
 +

= − − 
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 ⇔ y y y y4 3 239 34 8 2 1 0+ − − + =  ⇔ 

y x

y x

1 ( 3)
1 ( 1)
3

 = − =


= − =


 

 Nghiệm: 1(3; 1), 1;
3

 
− − 

 
. 

Bài 39. Giải hệ phương trình sau: y xy
x y x y

2

2 2
1 0 (1)
2 2 1 0 (2)

 − + =


+ + + + =
 

 • Từ (1) ⇔ y xy2 1+ = . Thay vào (2) ta được: x x y( 2)( ) 0+ + =  ⇔ x
x y

2 = −
 = −

 

 Nghiệm: ( 2; 1)− − . 

Bài 40. Giải hệ phương trình sau: x x y y
x y x y

4 2 2

2 2
4 6 9 0 (1)

2 22 0 (2)

 − + − + =


+ + − =
 

 • Từ (2) ⇒ xy
x

2

2
22

2
−

=
+

. Thay vào (1) ta được: 

  xx x
x

22
4 2

2
224 3 0

2

 −
− + − =  + 

 ⇔ xx x
x

2 2
2 2

2 2
16( 4)( 4) 0

( 2)
−

− + =
+

 

 ⇔ x x x x2 6 4 2( 4)( 4 20 64) 0− + + − =  ⇔ 

x y
x y
x y
x y

2 ( 3)
2 ( 3)

2 ( 5)
2 ( 5)

 = − =
 = =


= − =
 = =

 

Bài 41. Giải hệ phương trình sau: x y xy y
x xy y x y

2 2

3 2 2 2
2 2 (1)

2 3 2 3 (2)

 + = +


+ = +
 

 • Với y 0=  ⇒ x 0=  là nghiệm của hệ. 
 Với y 0≠ , nhân (1) với y−  rồi cộng với (2), ta được:  

   x x y xy y3 2 2 32 4 4 2 0− + − =  ⇔ x y=  
 Nghiệm: (1;1),(0;0) . 

Bài 42. Giải hệ phương trình sau: x x y y
x y

2 2

2 2
( 1) 6( 1) 4 20 (1)

(2 1) 2 (2)

 − + − + =


+ + =
 

 • HPT ⇔ 
xy
x

x y y2 2

9
3 5
4 1 4

 +
=

−
 + = −

. 

 Nghiệm: ( 1; 1)− − . 

Bài 43. Giải hệ phương trình sau: 

x yx
x y
y xy
x y

2 2

2 2

3 3 (1)

3 0 (2)

 +
+ = +

 − − =
 +

 

 • + Với x 0=  ⇒ y 1=  ⇒ (0;1)  là 1 nghiệm của HPT. 
 + Với y 0=  không thoả HPT. 

 + Với x y0, 0≠ ≠  ta có: (1) ⇔ xy yxy y
x y

2

2 2
3 3+

+ =
+

 (3)  
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     (2) ⇔ xy xxy

x y

2

2 2
3 0−

− =
+

 (4) 

 Lấy (3) (4)+  ta được: xy y2 3 3+ =  ⇔ yx
y

3 1
2

 −
=  

 
 

 Nghiệm:  

Bài 44. Giải hệ phương trình sau: x xy y x

x x y y

6 4

3 2

18 3 (1)
2

4 (2)


− = −


 − =

 

 • (1) ⇔ x xy
x

6 28 3
2

+
=

+
;  (2) ⇔ xy

x

3

24 1
=

+
 

 Từ đó: x x x
x x

6 2 3

2
8 3

2 4 1
+

=
+ +

 ⇒ x x x x x3 6 4 2(64 16 23 2 6) 0+ + − + =  ⇒ x y0( 0)= =  

 Nghiệm: (0;0) . 

Bài 45. Giải hệ phương trình sau: 
x x y

x y
x

2
2

( 1) 3 0
5( ) 1 0

 + + − =

 + − + =

  (D – 2009)  

 • Vì x ≠ 0 nên HPT ⇔ 
x y

x

x y
x

2
2

3 1

5( ) 1 0


+ = −


 + − + =


 ⇔ 
x y

x

xx2

3 1

4 6 2 0


+ = −


 − + =


  

    ⇔ xx
x y x y

1 11 1 2
12
2

 = = ∨ 
 + = + = 

. Nghiệm:  3(1;1), 2;
2

 
− 

 
.    

Bài 46. Giải hệ phương trình sau: 
x x y y

x y

3 3

2 2

8 2

3 3( 1)

 − = +


− = +
  (DB A – 2006) 

 • Hệ PT ⇔ x y x y
x y

3 3

2 2
3( ) 6(4 ) (1)

3 6 (2)

 − = +


− =
.  

 Thế (2) vào (1) ta được: x y x y x y3 3 2 23( ) ( 3 )(4 )− = − +  ⇔ x x y xy3 2 212 0+ − =  

    ⇔ 
x
x y
x y

0
3

4

 =
 =
 = −

. 

 Nghiệm (x; y): 6 6 6 6(3;1), ( 3; 1), 4. ; , 4. ;
13 13 13 13

   
− − − −   

   
. 

Bài 47. Giải hệ phương trình sau: x y
xy x y

3 3 7
( ) 2

 − = − =
 

 • Hệ PT ⇔ x y
xy x y

3 32( ) 14 (1)
( ) 2 (2)

 − = − =
.  
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 Thay (2) vào (1) ta được: x y x xy y2 2( )(2 5 2 ) 0− − + =  ⇔ 

x y
x y
y x

2
2

 =
 =
 =

. 

 Nghiệm: (2;1),( 1; 2)− − . 

Bài 48. Giải hệ phương trình sau: x y x y xy
x xy y

3 3

2 2
2 9 ( )(2 3) (1)

3 (2)

 − = − +


− + =
 

 • Thay (2) vào (1) ta được: x y x y3 3 3 32 9− = −  ⇔ x y2=   
 Nghiệm: (2;1),( 2; 1)− − . 

Bài 49. Giải hệ phương trình sau: x y y x
y x

3 3

2 2
4 16 (1)

1 5(1 ) (2)

 + = +


+ = +
 

 • Từ (2) suy ra y x2 2–5 4=  (3). Thế vào (1) được:   

  ( )yx x y y x2 23 3–5 . 16+ = +  ⇔  x x y  x3 2–5 –16 0=  x
x xy2

0
5 16 0

 =
 − − =

 

 • Với  x 0= ⇒  y2 4=  ⇔  y 2= ± . 

 • Với  x xy2 –5 –16 0=  ⇔  xy
x

2 16
5
−

=  (4). Thế vào (3) được:  

  x x
x

22
216 5 4

5

 −
− = 

 
 ⇔  x x x x4 2 4 2–32 256 –125 100+ =  

 ⇔  x x4 2124 132 –256 0+ =  ⇔ x2 1=  ⇔ x y
x y

1 ( 3)
1 ( 3)




= = −
= − =

. 

 Vậy hệ có 4 nghiệm: (x; y) = (0; 2) ; (0; –2); (1; –3); (–1; 3) 

Bài 50. Giải hệ phương trình sau: x y x y x x y
x x y

2(2 )( ) (2 1) 7 2 (1)
(4 1) 7 3 (2)

 + + + + = − + = −
 

 • Thế x x y27 4 3= + +  ở (2) vào (1) ta được: x y x y x y2 2(2 )( ) 2+ + = +  ⇔ y x
y x

22
1

 = −
 = −

 

 Nghiệm: 1 17 3 17 1 17 3 17; , ;
4 4 4 4

   − + + −
   
   

.   

Bài 51. Giải hệ phương trình sau: x y x y x y x
x y y x

3 2 2

2 2
7 ( ) 7 4 (1)

3 8 4 8 (2)

 + = + + + +


+ + + =
 

 • Ta có: (2) ⇔ x x y y2 24 8 3 8= − − − .  

 Thay vào (1) ta được: x y x x2( )( 2 15) 0− + − = ⇔ 
x y
x
x

3
5

 =
 =
 = −

. 

 Nghiệm: (3; 1),(3; 7)− − . 

Bài 52. Giải hệ phương trình sau: x y xy
x y x y

3 3 2

4 4
1 (1)

4 4 0 (2)

 + − =


+ − − =
 

 • Thay (1) vào (2) ta được: x y x y x y xy4 4 3 3 24 (4 )( )+ = + + −  
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  ⇔ xy y xy x2 2(3 4 ) 0− + =  ⇔ 

x
y
x y
x y

0
0

3

 =
 =
 =

=

. 

 Nghiệm: 
3 3

3 1(0;1),(1;0),(1;1), ;
25 25

 
 
 

. 

Bài 53. Giải hệ phương trình sau: y x
2x y y x

2 2

3 3
2 1 (1)

2 (2)

 − =


− = −
 

 • Thay (1) vào (2) ta được:  
  x y y x y x3 3 2 22 (2 )(2 )− = − −  ⇔ x x y xy y3 2 2 32 2 5 0+ + − =  (3) 

 Dễ thấy y 0≠ . Đặt xt
y

= , ta có (3) ⇔ t t t3 22 2 5 0+ + − =  ⇔ t 1=  ⇒ x y= . 

 Nghiệm: (1;1),( 1; 1)− − . 

Bài 54. Giải hệ phương trình sau: x y
x y xy y

3 3

2 2 3
1 (1)

2 2 (2)

 + =


+ + =
 

 • Thay (1) vào (2) ta được:  
   x y xy y x y2 2 3 3 32 2( )+ + = +  ⇔ x x y xy y3 2 2 32 2 0− − + =    (3) 

 Dễ thấy y 0≠ . Đặt xt
y

= , ta có (3) ⇔ t t t3 22 2 1 0− − + =  ⇔ 
t
t

t

1
1

1
2

 =
 = −

 =


 ⇒ 
x y
x y

x y2

 =
 = −
 =

. 

 Nghiệm: 
3 3 3 3
1 1 1 2; , ;

9 92 2
   
   
   

. 

Bài 55. Giải hệ phương trình sau: x y xy x y
x y xy

3 3

5 5
2 ( ) 6
30 32

 + + + =


+ + =
 

 • HPT ⇔  x y xy x y
x y xy

3 3

5 5
2 ( ) 6 (1)
6.5 32 (2)

 + + + =


+ + =
. Thay (1) vào (2) ta được: 

  x y x y xy x y xy5 5 3 35 2 ( ) 32 + + + + + =  x y 5( ) 32⇔ + =  ⇔ x y 2+ =  
 Nghiệm:  

Bài 56. Giải hệ phương trình sau: x x y
x y y3 3
( ) 6

18 27
 + =
 + + =

 

 • HPT ⇔  x x y
x y y3 3
( ) 6 (1)

6.3 27 (2)
 + =
 + + =

. Thay (1) vào (2) ta được: 

  x y xy x y3 3 3 ( ) 27+ + + = x y 3( ) 27⇔ + =  ⇔ x y 3+ =  
 Nghiệm:  

Bài 57. Giải hệ phương trình sau: x y
x y xy x y

2 2

3 3 2
2 (1)

2 (2)

 + =


+ + = +
 

 • Thay (1) vào (2) ta được: x xy x x y3 2 2+ = +  x y xy2 2 1⇔ + = + xy 1⇒ =  
 Nghiệm: ( 1; 1),(1;1)− − . 
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Bài 58. Giải hệ phương trình sau: x xy y

y x

3 2

2 2
2 12 0 (1)

8 12 (2)

 + + =


+ =
 

 • Thay (2) vào (1) ta được: x xy y x y3 2 2 22 (8 ) 0+ + + =  ⇔ x x y xy y3 2 2 32 8 0+ + + =  (3) 
 Dễ thấy y 0=  không thoả HPT.  

 Với y 0≠ , đặt xt
y

=  ta được: (3) ⇔ t t t3 2 2 8 0+ + + =  ⇔ t 2= −  ⇒ x y2= −  

 Nghiệm: (2; 1),( 2;1)− − . 

Bài 59. Giải hệ phương trình sau: x y
xy x

2 2

2
2 1 (1)

2 (2)

 − =


+ =
 

 • Thay (1) vào (2) ta được: xy x x y2 2 22(2 )+ = −  ⇔ x y xy2 23 2 0− − =   (3) 
 Dễ thấy x 0=  không thoả HPT.  

 Với x 0≠ , đặt yt
x

=  ta được: (3) ⇔ t t22 3 0+ − =  ⇔ 
t

t

1
3
2

 =


= −


 ⇒ 
y x

y x3
2

 =


= −


 

 Nghiệm: ( 1; 1),(1;1)− − . 

Bài 60. Giải hệ phương trình sau: 
x y

xy

x y
xy

2
2 2

1( ) 1 6 (1)

1( ) 1 18 (2)

  
+ + =  

  


  + + =   

 

 • Bình phương (1) rồi chia vế theo vế, được x y
x y

2

2 2
( ) 2+

=
+

 ⇔ x y xy2 2 2 0+ − =  ⇔ x y=  

 Nghiệm:  

Bài 61. Giải hệ phương trình sau: 
xy x y x y

x y
xy

2
2 2

(2 6) 2 0

1( ) 1 8

 + − + + =


  + + = 
 

 

 • Điều kiện: xy 0≠ . HPT ⇔ x y xy xy
x y xy x y2 2 2 2 2

(2 )( 1) 6 (1)
( )(1 ) 8 (2)

 + + =
 + + =

 

 Bình phương (1) rồi chia vế theo vế, được x y
x y

2

2 2
(2 ) 9

2
+

=
+

 ⇔ x y
x y

7 =
 =

. 

 Nghiệm:  

Bài 62. Giải hệ phương trình sau: x y

x y xy x y

4 2

2 2

698 (1)
81

3 4 4 0 (2)


+ =


 + + − − + =

 

 • Ta có: (2) ⇔ x y x y2 2( 3) ( 2) 0+ − + − = .  
 Để PT này có nghiệm đối với x thì ta phải có:  

   y y2 2( 3) 4( 2) 0∆ = − − − ≥  ⇔ y 71
3

≤ ≤  (3) 

 Mặt khác (2) ⇔ y x y x x2 2( 4) 3 4 0+ − + − + = .  
 Để PT này có nghiệm đối với y thì ta phải có: 
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    x x x2 2( 4) 4( 3 4) 0∆ = − − − + ≥  ⇔ x 40
3

≤ ≤  (4) 

 Từ (3) và (4) ta có: x y4 2 256 49 697 698
81 9 81 81

+ ≤ + = <  ⇒ không thoả (1) 

 Vậy: HPT đã cho vô nghiệm. 

Bài 63. Giải hệ phương trình sau: xy y
xy x

2

2
4 8
2

 − = −


= +
 

 •  Nếu xy ≥ 4 thì HPT ⇔ xy y
xy x

2

2
4 8 (1)
2 (2)

 − = −


= +
 

 Từ (2) ⇒ x ≠ 0, x2 2≥  và xy
x

22 +
=    

 Thay vào (1) ta được: xx
x

22
2 22 4 8

 +
+ − = −  

 
 ⇔ x x2 2( 2)( 1) 0− − =  ⇔ x 2= ±  

 ⇒ Hệ có nghiệm (x; y) là: ( ) ( )2; 8 , 2; 8− −  

 • Nếu xy < 4 thì x2 2< .  

 HPT ⇔ xy y
xy x

2

2
4 8

2

 − = −


= +
⇒ xx

x

22
2 24 2 8

 +
− − = −  

 
⇔ x22(2 ) 0− =  ⇔ x2 2=  (loại) 

 Kết luận: Nghiệm (x; y) của hệ: ( ) ( )2; 8 , 2; 8− −  

Bài 64. Giải hệ phương trình sau: x x x y y y
x y

8 (1)
5 (2)

 − = +


− =
 

 • Điều kiện x
y

0
0

 >
 >

. (1) ⇔ ( )x x y y1 ( 8)− = +  ⇔ x x y y2 2( 1) ( 8)− = +  (3) 

 Thay (2) vào (3) ta được: y y23 8 80 0+ − =  ⇔ y x4 ( 9)= =  (vì y > 0) 
 Nghiệm: (9;4) . 

Bài 65. Giải hệ phương trình sau: x x y y x y
x y

8 2
3 6

 − = +


− =
 

 • Điều kiện: x
y

0
0

 >
 >

. HPT ⇔ ( ) ( )x x y y x y
x y
3 6 4 (1)

3 6 (2)

 − = +


− =
 

 Thay (2) vào (1) ta được: ( ) ( )x x y y x y x y3 ( 3 ) 4− = − +  

  ⇔ ( )( )x x y x y3 4 0− + =  ⇔ x y3= . 
 Nghiệm: (9;1) . 

Bài 66. Giải hệ phương trình sau: x x y y xy
x y

2
2

 + =


+ =
 

 • Điều kiện: x
y

0
0

 ≥
 ≥

. HPT ⇔ x y xy x y xy
x y

3( ) 3 ( ) 2
2

 + − + =


+ =
 ⇔ xy

x y
1

2

 =


+ =
 

 Nghiệm: (1;1) . 
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Bài 67. Giải hệ phương trình sau: x y xy

x y

2 2 2 8 2 (1)
4 (2)

 + + =


+ =
 

 • (1) ⇔ x y xy2 22 2 16 2+ = −  ⇔ ( )x y x y xy
22 22 2 2+ = + −  

  ⇔ x y x y2 22 2+ = +  ⇔ x y x y2 2 22 2 ( )+ = +  ⇔ x y 2( ) 0− =  ⇔ x y=  
 Nghiệm: (4;4) . 

Bài 68. Giải hệ phương trình sau: 
2 2

2 2

1 1 18 (1)

1 1 2 (2)

 + + + + + + + + + =


+ + + − + + + + − =

x x y x y x y y

x x y x y x y y
 

 • Lấy (1) (2)−  ta được: x y 8+ =  
 Nghiệm: (4;4) . 

Bài 69. Giải hệ phương trình sau: 
2 2

2 2

3 (1)

1 1 4 (2)

 + − =


+ + + =

x y xy

x y
 

 • (2) ⇔ x y x y xy xy xy2 2 2 2 22 ( 1).( 1) 14 2 ( ) 4 11+ + + + = ⇔ + + + =   (3) 

 Đặt xy = p.   
pp

p p p
pp p

2
2

311(3) 2 4 11 35
3 26 105 0

3

 = ≤ ⇔ + + = − ⇔ ⇔ − =+ − = 
 

 (1) ⇔ ( )x y xy
2

3 3+ = +  • p = xy = 35
3

−  (loại) •  p = xy = 3 ⇒ x y 2 3+ = ±   

 1/ Với xy x y
x y

3 3
2 3

 =
⇒ = =

+ =
             2/ Với xy x y

x y
3 3

2 3
 =

⇒ = = −
+ = −

 

   Vậy hệ có hai nghiệm là: ( ) ( )3; 3 , 3; 3− −  

Bài 70. Giải hệ phương trình sau: x y x y
x y3

2 2 3 2 (1)
6 1 4 (2)

 + = − −


+ + − =
 

 • Đặt t x y t2 , ( 0)= + ≥ . (1) ⇔ t t2 2 3 0+ − =  ⇔ t 1=  ⇔ x y2 1+ = .  

 Thay vào (2) ta được: x x3 6 2 4+ + =    (4). Đặt u x v
v x

3 6 ( 0)
2

 = + ≥
=

.  

 Khi đó: u v
u v3 2

4(4)
2 12

 + =
⇔  − =

 ⇔ u
v

2
2

 =
 =

 ⇒ x
y

2
3

 =
 = −

. 

 Nghiệm: (2; 3)− . 

Bài 71. Giải hệ phương trình sau: 
x x y y
y

x x y x y

6 2 3 3 (1)

2 3 3 6 3 4 (2)


− = − +


 + − = + −

 

 • Điều kiện y 0≠ . Đặt x yt
y

3 −
= .  

 Ta có: (1) ⇔ x yx y
yy2

332. 3 0−−
− − = ⇔ t t22 3 0− − =  ⇔ 

t

t

1
3
2

 = −


=


 ⇒ 
x y y

x y y

3
33
2

 − = −

 − =
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 + Với x y y3 − = −  ⇒ y 0≤ . Thay vào (2) ta được: x y y

y x y

23
2 6 3 4

 − =− = + −
 ⇔ x

y
4
4

 =
 =

 

 + Với x y y33
2

− =  ⇒ y 0≥ . Thay vào (2) ta được: x y y

x y x y

293
4

2 6 3 6 3 4


− =


 + = + −

  

        ⇔ x y 8
9

= =  

 Nghiệm: 8 8(4;4), ;
9 9

 
 
 

. 

Bài 72. Giải hệ phương trình sau: x y xy x y xy
x y

2 2

2 2
8 18 36 5(2 3 ) 6 0 (1)
2 3 30 (2)

 + + − + =


+ =
 

 • Điều kiện: xy 0≥ . Dễ thấy x y0, 0≠ ≠ . (1) ⇔ x y x y
xy xy

2
2 3 2 32 5 2 0

6 6
 + +

− + =  
 

 (3) 

 Đặt x yt
xy

2 3
6
+

= . (3) ⇔ t t22 5 2 0− + =  ⇔ 
t

t

2
1
2

 =


=


 

 + Với t 2=  ⇒ x y
xy

2 3 2
6
+

=  ⇒ x y2 3= . Thay vào (2) ta được: x 3=  ⇒ y 2= . 

 + Với t 1
2

=  ⇒ x y
xy

2 3 1
26

+
=  ⇒ vô nghiệm 

 Nghiệm: (3;2) . 

Bài 73. Giải hệ phương trình sau: x x y xy y
x y x y

3 2 2 36 9 4 0 (1)
2 (2)

 − + − =


− + + =
 

 • Ta có: (1) ⇔ x y x y2( ) ( 4 ) 0− − =  ⇔ x y
x y4

 =
 =

 

 + Với x = y:  (2) ⇒ x = y = 2 
 + Với x = 4y: (2) ⇒ x y32 8 15; 8 2 15= − = −  

Bài 74. Giải hệ phương trình sau: xy x y x y
x y y x x y

2 22 (1)
2 1 2 2 (2)

 + + = −


− − = −
 

 • Điều kiện: x
y

1
0

 ≥
 ≥

. Ta có: (1) ⇔ x y y x y2 2( )( 1)+ + = −  ⇔ x y y x( )(2 1) 0+ − + =  

       ⇔ y x2 1 0− + =  

 Thay vào (2) ta được: y y y( 1) 2 2 2+ = +  ⇔ y 2=  (vì y 0≥ ) ⇒ x 5= . 
 Nghiệm: (2;5) . 

Bài 75. Giải hệ phương trình sau: x y xy
x y

2 0 (1)
1 4 1 2 (2)

 − − =


− + − =
 

 • Điều kiện: 
x

y

1
1
4

 ≥
 ≥

. (1) ⇔ ( )( )x y x y2 0+ − =  ⇔ x y2 0− =  ⇔ x y4= . 



Hệ phương trình nhiều ẩn  Trần Sĩ Tùng 

Trang 24 

  Thay vào (2) ta được: y4 1 1− =  ⇔ y 1
2

=  ⇒ x 2= . 

 Nghiệm:  12;
2

 
 
 

. 

 Bài tương tự: 

 a) x y xy
x y

2 0
1 2 1 1

 − − =


− − − =
. Nghiệm: 1 52; , 10;

2 2
   
   
   

. 

Bài 76. Giải hệ phương trình sau: 
xyx y

x y
x y x y

2 2

2

2 1 (1)

(2)


+ + =

+
 + = −

 

 • Điều kiện: x y 0+ > . 

 (1) ⇔ x y xy
x y

2 1( ) 1 2 1 0
 

+ − − − = + 
⇔ x y x y x y2 2( 1)( ) 0+ − + + + =  ⇔ x y 1 0+ − =   

        (vì x y 0+ >  nên x y x y2 2 0+ + + > ) 

 Thay x y1= −  vào (2) ta được: x x21 (1 )= − −  ⇔ x x2 2 0+ − =  ⇔ x y
x y

1 ( 0)
2 ( 3)

 = =
 = − =

 

 Vậy hệ có 2 nghiệm: (1; 0), (–2; 3). 

Bài 77. Giải hệ phương trình sau: 
( )

2

3 2 (1)

2 8 (2)

 − =


− =

x y xy

x y
 

 • Điều kiện : x y x y. 0 ;≥ ≥  

 Ta có: (1) ⇔ x y xy x y x y23( ) 4 (3 )( 3 ) 0− = ⇔ − − =
yx y hay x3
3

⇔ = =  

 • Với x y3= , thế vào (2) ta được : y y y y2 6 8 0 2 ; 4− + = ⇔ = =   

 ⇒ Hệ có nghiệm x x
y y

6 12;
2 4

 = =
 = = 

 

 • Với  yx
3

= , thế vào (2) ta được : y y23 2 24 0− + =  Vô nghiệm. 

 Kết luận: hệ phương trình có 2 nghiệm là: x x
y y

6 12;
2 4

 = =
 = = 

  

Bài 78. Giải hệ phương trình sau: xy x y x y
x y y x x y

2 22 (1)
2 1 2 2 (2)

 + + = −


− − = −
 

 •  Điều kiện x ≥ 1, y ≥ 0 ⇒ x + y > 0. 
 (1) ⇔ x y x y( )( 2 1) 0+ − − =  ⇔ x y2 1= +  (3) 

 Thay (3) vào (2) ta được: y y y y y y(2 1) 2 2 2(2 1) 2+ − = + −   

   ⇔ ( )y y( 1) 2 2 0+ − =  ⇔ y = 2 ⇒ x = 5 
 Nghiệm: (5;2) . 

Bài 79. Giải hệ phương trình sau: 
xyx y

x y
x y x y x

2 2

3

8 16 (1)

3 3 2 1 (2)


+ + =

+
 + − + + = −

 

 • Điều kiện: x + y > 0. 
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  Từ (1) ⇔ x y xy
x y

2 4( ) 16 2 1 0
 

+ − − − = + 
 ⇔ x y x y x y2 2( 4) 4( ) 0 + − + + + =   

       ⇔ x y 4 0+ − =  ⇔ x y 4+ =  

 Thay vào (2) ta được: x x3 2 7 3 2+ = −  ⇔ x x x3 22 9 14 5 0− + − =  ⇔ x y1 7
2 2

 
= = 

 
 

 Nghiệm: 1 7;
2 2

 
 
 

. 

Bài 80. Giải hệ phương trình sau: x y x y
x y x y

3 (1)
2 (2)

 − = −


+ = + +
  (B - 2002) 

 • Điều kiện: x y
x y

0 (3)
0

 − ≥
 + ≥

. (1) ⇔ ( ) x yx y x y
x y

3 61 0
1

 =− − − = ⇔  = +
.  

 Thay vào (2) ta được: 
x y

x y

1
3 1,
2 2

 = =


= =


. 

 Nghiệm: 3 1(1;1), ;
2 2

 
 
 

. 

Bài 81. Giải hệ phương trình sau: xy x y x y
x y y x x y

2 22 (1)
2 1 2 2 (2)

 + + = −


− − = −
 

 • Điều kiện: x y1, 0≥ ≥ . (1) ⇔ x y x y( )( 2 1) 0+ − − =  ⇔ x y2 1 0− − =  ⇔ x y2 1= + . 

 Thay vào (2) ta được: y y( 1)( 2 2) 0+ − =  ⇔ y2 2 0− =  ⇔ y 2=  ⇒ x 5= . 
 Nghiệm: (5;2) . 

Bài 82. Giải hệ phương trình sau: 
x y
y x

x y xy

2 2 3

3


 + =

 − + =

 

 • Điều kiện: x
y

0
0

 >
 >

. HPT ⇔ 
x y

y x
x y xy

2 2 5

3


+ =


 − + =

 ⇔ x y x y
x y xy
( 2 )(2 ) 0

3
 − − =
 − + =

 

 Nghiệm: 3 3(2;1),( 1; 2), 3; , ;3
2 2

   
− − − −   

   
. 

Bài 83. Giải hệ phương trình sau: x y xy
x y2 2

2( ) (1)
3 (2)

 − =


− =
 

 • Điều kiện: x y≥ . Khi đó (1) ⇔ x xy y2 22 5 2 0− + =  ⇔ x y
y x

2
2

 =
 =

. 

 Nghiệm: (2;1) . 

Bài 84. Giải hệ phương trình sau: x y y x
y x x2

2 3 2 3 2 (1)
1 4 8 0 (2)

 + + − = +


− − − + − =
 

 • (1) ⇔ x y x y2 3 2 2 3+ + = + +  ⇔ x y x y y x4( 3 2) 2 9 6 ( 2)+ + = + + + +  

  ⇔ ( )x y
2

2 0+ − =  ⇔ y x 2= + . Thay vào (2) ta được:  
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   x x x21 4 8 0+ − − + − =  ⇔ x x
x x

1 1( 3) 3 0
1 2 4 1

 
− + − − = 

+ + − + 
 

 ⇔ x 3=  ⇒ y 5= . 

 Ta cần chứng minh PT: x
x x

1 1 3
1 2 4 1

+ = +
+ + − +

 (*) vô nghiệm trên đoạn [ ]1;4− . 

 Thật vậy: 
x x

1 1 1; 1
21 2 4 1

≤ ≤
+ + − +

 ⇒ 
x x

1 1 3
21 2 4 1

+ ≤
+ + − +

 

 Mà: x 3 2+ ≥  nên (*) vô nghiệm. 
 Kết luận: Nghiệm (3;5) . 

Bài 85. Giải hệ phương trình sau: 
x x y y

yy
x

2 2

2

( 1)( 1) 1 (1)
35 0 (2)
121

 + + + + =
 + + =

−

 

 • Chú ý: x x x x2 2( 1 )( 1 ) 1+ + + − = , y y y y2 2( 1 )( 1 ) 1+ + + − =  

 Từ (1) ⇒ x x y y

x x y y

2 2

2 2

1 1 (3)

1 1 (4)

 + + = + −


+ − = + +
. Lấy (3) (4)−  ta được: x y= − . 

 Nghiệm: 5 5 5 5; , ;
3 3 4 4

   
− −     

. 

Bài 86. Giải hệ phương trình sau: x y
y x

7 11 6 (1)
7 11 6 (2)

 + + − =


+ + − =
 

 • Lấy (1) (2)−  ta được: x y y x7 7 11 11 0+ − − + − − − =  

 ⇔ x y x y
x y x y

0
7 7 11 11

− −
+ =

+ + + − + −
 ⇔ x y 0− =  

 Nghiệm: (2;2) . 
 Bài tương tự: 

 a) x y
y x

2 2
2 2

 + − =


+ − =
. Nghiệm: (0;0),(2;2) . b) x y

y x
1 7 4
1 7 4

 + + − =


+ + − =
. Nghiệm: (3;3) . 

Bài 87. Giải hệ phương trình sau: ( )x y x x y

x y x x

2 2

2

3 3 (1)

3 (2)

 + + + = −

 + + = +

 

 • Để ý rằng: ( )( )x y x x y x y2 2 2 23 3 3+ + + + − + = −  

 Do đó: (1) ⇔ ( )( )x y x x y x x2 2 2 23 3 0+ + + + − + − =  ⇔ x y x x2 2 3+ − + =  

 Kết hợp với (2) ta được: x x2 3 3+ + =  ⇔ x 1=  ⇒ y 8=  
 Nghiệm: (1;8) . 

Bài 88. Giải hệ phương trình sau: 
( )y x x

x y x
3 3 (1)
1 (2)

 + + =


+ = +
 

 • Điều kiện: x
y

0
0

 ≥
 ≥

. Ta có: (1) ⇔ y x x3= + −  (nhân lượng liên hợp).  

 Thay vào (2) ta được: x x3 1+ = +  ⇔ x 1=  ⇒ y 1= . 



Trần Sĩ Tùng  Hệ phương trình nhiều ẩn 

Trang 27 

  Nghiệm: (1;1) . 

Bài 89. Giải hệ phương trình sau: 
x y x y

x y x y2 2 2 2

1 (1)

1 (2)

 + − − =


+ + − =
 

 • Điều kiện: x y
x y

0
0

 + ≥
 − ≥

.  

 Ta có (1) ⇒ x y x y
x y x y y

1
2

 + − − =


+ + − =
 ⇒ x y y2 2 1+ = +  ⇒ y x2 1

4
= −  (3) 

  (2) ⇒  x y x y

x y x y y

2 2 2 2

2 2 2 2 2

1

2

 + + − =


+ − − =
 ⇒ x y y2 2 22 2 1+ = +  ⇒ x y2 44 4 1= +  (4) 

 Từ (3), (4) ⇒ x 5
8

=  ⇒ y 3
8

= ± . 

 Nghiệm: 5 3;
8 8

 
± 

 
. 

 Bài tương tự: 

 a) 
x y x y

x y x y2 2 2 2

2

4

 + − − =


+ + − =
. Nghiệm:    

 b) x y
x y

2
3 3 4

 + =


+ + + =
. Nghiệm:  

Bài 90. Giải hệ phương trình sau: 
xx

y y
xy y x

11 (1)

1 1 1 (2)


+ + =


 + + + − =

 

 • Điều kiện: x
y

0 1
1 0

 ≤ ≤
− ≤ ≠

. Ta có (1) ⇔  xy y x1+ + = .  

 Thay vào (2) ta được: x x1 1+ − =  ⇔ x
x

0
1

 =
 =

. 

 Nghiệm: (0; 1),(1;0)− . 

Bài 91. Giải hệ phương trình sau: x xy y x y

x xy y x y

2 2 2 2

2 2 2 2

( ) 185 (1)

( ) 65 (2)

 + + + =


− + + =
 

 • Lấy (1) (2)+  ta được: x y x y2 2 2 22( ) 250+ + =  ⇔ x y2 2 5+ =  ⇔ x y2 2 25+ =  

 Khi đó: HPT ⇔ x y
xy

2 2 25
12

 + = =
 

 Nghiệm: (4;3),( 4; 3),(3;4),( 3; 4)− − − − . 

Bài 92. Giải hệ phương trình sau: 
x

x y

y
x y

13 1 2

17 1 4 2

  
+ =   +    − =  + 

 

 • ĐK: x y x y2 20, 0, 0≥ ≥ + ≠ . Dễ thấy nếu x y( ; )  là nghiệm của hệ thì x y0, 0> > . 
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 Do đó: HPT ⇔ 
x y x

x y y

1 21
3

1 4 21
7


+ = +


 − =

+

 ⇔ 
x y x y

x y

1 1 2 2 (1)
3 7

1 2 21 (2)
3 7


= −

+

 = +


 

 Nhân (1) với (2) vế theo vế ta được: 
x y x y

1 1 8
3 7

= −
+

 ⇔ xy x y y x21 ( )(7 3 )= + −  

 ⇔ y x y x( 6 )(7 4 ) 0− + =  ⇔ y x6=  (vì x y0, 0> > ). 

 Nghiệm: 11 4 7 22 8 7;
21 7

 + +
 
 

. 

Bài 93. Giải hệ phương trình sau: 
x

y x

y
y x

121 2
3

121 6
3

 
− = +   + =  + 

 

 • HPT ⇔ y x x

y x y

12 21
3

12 61
3


− = +


 + =

+

x y

y x y x

1 31 (1)

12 3 1 (2)
3


= +

⇔ 
 = −

+

 

 Nhân (1) với (2) vế theo vế ta được: 
x y y x
12 3 1

3
= −

+
 ⇔ x y y2 2(3 2 ) 5− = . 

 Nghiệm:  
Bài 94. Giải hệ phương trình sau:  
 •  
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 Vấn đề 2: Phương pháp đặt ẩn phụ 
 
 Biến đổi các phương trình của hệ để có thể đặt ẩn phụ, rồi chuyển về hệ cơ bản.  

 Thông thường đưa về dạng:  f u v
g u v

( , ) 0
( , ) 0

 =
 =

 

 

Bài 1. Giải hệ phương trình sau: x x y y
x y x y

4 2 2

2 2
4 6 9 0

2 22 0

 − + − + =


+ + − =
 

 • HPT ⇔ x y
x y x

2 2 2

2 2
( 2) ( 3) 4
( 2 4)( 3 3) 2 20 0

 − + − =


− + − + + − − =
.  

 Đặt u x
v y

2 2
3

 = −
= −

.  HPT ⇔ u uu v
v vuv u v

2 2 2 04
0 24( ) 8

  = =+ = ⇔ ∨  = =+ + =  
.  

 Nghiệm: (2;3),( 2;3),( 2;5),( 2;5)− − . 

Bài 2. Giải hệ phương trình sau: 
 + + =


+ + + =

x x y
x x y xy x

2

3 2 2
5 9

3 2 6 18
 

 • HPT ⇔ x x x y
x x x y

2

2
2 3 9

( 2 )(3 ) 18

 + + + =


+ + =
. Đặt u x x

v x y

2 2
3

 = +
= +

. HPT ⇔ u v
uv

9
18

 + =
 =

  

 Nghiệm: (1;3),( 3;15),( 1 7;6 3 7),( 1 7;6 3 7)− − − + − + − . 

Bài 3. Giải hệ phương trình sau: x y x y
x y x y

2 2

2 2
3 4 1

3 2 9 8 3

 + − + =


− − − =
 

 • HPT ⇔ x x y y
x x y y

2 2

2 2
3 4 1

3( 3 ) 2( 4 ) 3

 − + + =


− − + =
. Đặt u x x

v y y

2

2
3
4

 = −


= +
. HPT ⇔ u v

u v
1

3 2 3
 + =
 − =

.  

 Nghiệm:  3 13 3 13;0 , ; 4
2 2

   ± ±
−   

   
.   

Bài 4. Giải hệ phương trình sau: 
x y y

xy x y

x2 2
1 1 2

32 2

3

 + = ⋅ + +

+ + =
 

 • HPT ⇔  
x y

x y2 2

( 1)( 1) 4
1 1 2

3( 1) 1 ( 1) 1

 + + =

 + = + − + −

. Đặt u x u v
v y

1 ( 1, 1)
1

 = + ≠ ± ≠ ± = +
.  

 HPT ⇔ 
uv

u v2 2

4
1 1 2

31 1

 =

 + = − −

 uv
u v u v u v2 2 2 2 2 2

4
3( 2) 2( 1)

 =
⇔  + − = − − +

 uv
u v2 2

4
8

 =
⇔  + =

 

  u v
u v

2
2

 = =⇔  = = −
.  Nghiệm: x x

y y
1 3;
1 3

 = = −
 = = − 

. 

Bài 5. Giải hệ phương trình sau: 
x y

x y
x yxy

xy y x

1 1 4

1 4


+ + + = −


 + + + =
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 • HPT ⇔  
x y

x y

x y
x y

1 1 4

1 1 4


+ + + = −

   + + =     

. Đặt 
u x

x

v y
y

1

1


= +


 = +


. HPT ⇔ u v
uv

4
4

 + = −
 =

 ⇔ u
v

2
2

 = −
 = −

 

 Nghiệm: ( 1; 1)− − . 

Bài 6. Giải hệ phương trình sau: 
y x x y

x y
x y

2 2

2 2
2 2

( 1) 2 ( 1)
1( ) 1 24

 + = +
   + + = 

 

 

 • HPT ⇔ 

x y
x y

x y
x y

2 2

2 2
2 2

1 12

1 1 24

 + +
=


 + + + =


 ⇔ 
x y

x y

x y
x y

2 2

1 12

1 1 28

  
+ = +  

  

    + + + =      

.  

 Đặt 
u x

x

v y
y

1

1


= +


 = +


. HPT ⇔ u v
u v2 2

2
28

 =
 + =

 

 Nghiệm:  

Bài 7. Giải hệ phương trình sau: 

x y
x y

x y
xy

2 2
2
31 1

1( ) 1 6


+ = + +

   + + =   

 

 • HPT ⇔ x y
x y

x y
x y

1 1 2
1 1 3

1 1 6


+ =

 + +



+ + + =


 . Đặt 
u x

x

v y
y

1

1


= +


 = +


. HPT ⇔ u v
u v

1 1 2
3

6

 + =

 + =

 ⇔ u v 3= =  

 Nghiệm:  

Bài 8. Giải hệ phương trình sau: 
x y

xy

x y
xy

2
2 2

3
3 3

1( ) 1 9

1( ) 1 27

   + + =   
  + + = 
 

 

 • HPT ⇔ 
x y

y x

x y
y x

2 2

3 3

1 1 9

1 1 27

    + + + =     
    + + + =     

. Đặt 
u x

y

v y
x

1

1


= +


 = +


. HPT ⇔ u v
u v

2 2

3 3
9
27

 + =


+ =
.  

 Nghiệm:  

Bài 9. Giải hệ phương trình sau: 






=−++++

=−++++

011)1(
030)2()1(

22

3223

yyyxyx
xyyyxyyx

 

 •   Hệ PT ⇔ xy x y x y x y
xy x y xy x y

2 2 2( ) ( ) 30
( ) 11

 + + + =
+ + + + =

 ⇔ xy x y x y xy
xy x y xy x y

( )( ) 30
( ) 11

 + + + =
 + + + + =
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  Đặt x y u
xy v

 + =
 =

. HPT ⇔ uv u v
uv u v

( ) 30
11

 + =
 + + =

 ⇔  uv uv
uv u v

(11 ) 30 (1)
11 (2)

 − =
 + + =

. Từ (1) ⇒ uv
uv

5
6

 =
 =

 

 • Với uv = 5 ⇒ u v 6+ = . Nghiệm (x; y) là: 5 21 5 21;
2 2

 − +
 
 

 và 5 21 5 21;
2 2

 + −
 
 

 

 • Với uv = 6 ⇒ u v 5+ = . Nghiệm (x; y) là: (1;2)  và (2;1)  

 Kết luận: Hệ PT có 4 nghiệm: (1;2) , (2;1) , 5 21 5 21;
2 2

 − +
 
 

, 5 21 5 21;
2 2

 + −
 
 

 

Bài 10. Giải hệ phương trình sau: xy x y
x y x y2 2

3 2 16
2 4 33

 − − =


+ − − =
 

 • HPT ⇔ x y x y
x y2 2

( 1)( 2) ( 1) ( 2) 21
( 1) ( 2) 38

 − − − − − − =


− + − =
. Đặt u x

v y
1
2

 = −
 = −

. HPT⇔ uv u v
u v2 2

( ) 21
38

 − + =


+ =
 

 Nghiệm: ( ) ( )3 3; 2 3 , 3 3; 2 3− + − − − − − + .  

Bài 11. Giải hệ phương trình sau: 

x xy
x y

x
x y

22 4 1 5
2

3
2

 + +
= − +

 = −
 +

 

 • HPT ⇔ 
x

x y

x
x y

12 5
2

12 6
2


+ = − +


 = −

+

. Đặt 
u x

v
x y

2
1
2

 =

 = +

. HPT ⇔ u v
uv

5
6

 + = −
 =

 ⇔ u v
u v

2, 3
3, 2

 = − = −
 = − = −

. 

 Nghiệm: 1 3 11; , ;
3 2 2

   
− −     

. 

Bài 12. Giải hệ phương trình sau: 
y x x

y

x y x
y

1( 1) 1 2

12( 1) 1

  
+ + + =       + = + +   

 

 • Đặt 
u x

v y x
y

1
11

 = +
   = + +   

 . HPT ⇔ uv
u v

2
2

 =
 =

 ⇔ u v
u v

1, 2
1, 2

 = =
 = − = −

. 

 Nghiệm: (0;1),( 2;3)− . 

Bài 13. Giải hệ phương trình sau: 
x y xy

x y

x
x y

2 2
2

34( ) 7
( )

12 3


+ + + = +

 + =
 +

 

 • HPT ⇔ 
x y x y

x y

x y x y
x y

2
213 ( ) 13

1 3

   + + + − =  + 
 + + + − = +

. Đặt u x y
x y

v x y

1
= + +

 +
 = −

  (với u 2≥ ) 
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 HPT ⇔ u v

u v

2 23 13
3

 + =
+ =

 ⇔ u vì u
v

2 ( 2)
1

 = ≥ =
 ⇒ x y x

x y y
x y

1 2 1
0

1


+ + =  =⇔ + = − =

.  

Bài 14. Giải hệ phương trình sau: 
x y xy

x y

x
x y

2 2
2

13( ) 2(10 )
( )

12 5


+ + = − −

 + =
 −

 

 • HPT ⇔ 
x y x y

x y

x y x y
x y

2 2
2

12( ) ( ) 20
( )

1 5


+ + − + = −

 + + − + =
 −

. Đặt 
u x y

v x y
x y

1
 = +

 = − + −

  (với v 2≥ ) 

 HPT ⇔ u v
u v

2 22 2 20
5

 + − = + =
 ⇔ 

uu
v v

1
3 3
2 14

3


= = ∨ =  =



. 

 Nghiệm: 4 10 3 10 4 10 3 10(2;1), ; , ;
3 3 3 3

   + − − − − +
   
   

. 

Bài 15. Giải hệ phương trình sau: 






=+

=+

358
152

33

22

yx
xyyx

 

 • Hệ PT ⇔  xy x y
x y3 3

2 (2 ) 30
(2 ) 35

 + =


+ =
. Đặt u x

v y
2 =

 =
. Hệ PT ⇔ uv u v

u v3 3
( ) 30

35
 + =


+ =
 ⇔ u v

u v
2; 3
3; 2

 = =
 = =

 

 Nghiệm (x; y): 3(1;3), ;2
2

 
 
 

. 

Bài 16. Giải hệ phương trình sau: 




=++

=++

64
9)2)(2(

2 yxx
yxxx

 

 • Hệ PT ⇔ x x x y
x x x y

2

2
( 2 )(2 ) 9
( 2 ) (2 ) 6

 + + =


+ + + =
. Đặt u x x

v x y

2 2
2

 = +
= +

. HPT ⇔ uv
u v

9
6

 =
 + =

 

 Nghiệm: (1;1),( 3;9)− . 

Bài 17. Giải hệ phương trình sau: x y xy x y
x y

2 2

2 2
(1)

3 (2)

 + = + +


− =
 

 • Chú ý: x xy y x y x y2 2 2 21 3( ) ( )
4

 − + = − + +  . Đặt u x y
v x y

 = +
 = −

, ta được: u v v
uv

2 23 4
3

 + = =
 

 Nghiệm: (2;1) .  

Bài 18. Giải hệ phương trình sau: x y x y x y
x y

2 2

2 2
5

2( ) 5

 + + − + − =


+ =
 

 • Đặt u x y u v
v x y

( , 0)
 = + ≥ = −

. HPT ⇔ u v uv
u v2 2

5
5

 + + =
 + =

 ⇔ u v
uv

3
2

 + =
 =

 ⇔ u v
u v

1, 2
2, 1

 = =
 = =

 

 Nghiệm: 1 3 1 3 3 1 3 1; , ; , ; , ;
2 2 2 2 2 2 2 2

       
− ± ± − ± ±       

       
. 
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Bài 19. Giải hệ phương trình sau: 

y
xx y

xx y
y

2 2

2 2

3 2 1
1

4 22


+ = + −

 + + =


 

 •  Điều kiện: x y x y2 20, 0, 1 0≠ ≠ + − ≠  

    Đặt xu x y v
y

2 2 1;= + − = . Hệ PT trở thành: u v u v
u v u v

3 2 3 21 1 (1)

1 4 22 21 4 (2)

  + = + =⇔ 
 + + = = − 

 

  Thay (2) vào (1) ta được:  
v

v v
vv v

2
33 2 1 2 13 21 0 7

21 4
2

 =
+ = ⇔ − + = ⇔

=−


 

 • Nếu v = 3 thì u = 9, ta có Hệ PT:  

   
x y x xx yx y yx y
y

2 2
2 21 9 3 310

1 13 3

 + − =   = = −+ =⇔ ⇔ ∨   = = −= =  

 

  • Nếu v 7
2

=   thì u = 7, ta có Hệ PT:  

   
y yx y x y

x
x y

y x x

2 2 2 2 2 24 41 7 8 53 537 7
2 22 14 142
53 53

 
  = = −+ − =  + =   ⇔ ⇔ ∨   = =   = = −   

 

 So sánh điều kiện ta được 4 nghiệm của Hệ PT. 

Bài 20. Giải hệ phương trình sau: 
x x

y y
x y x y xy y3 3 2 2 3

1 1(1 ) 1 4 (1)

1 4 (2)

  
+ + + =  

  
 + + + =

 

 • Dễ thấy y 0≠ . HPT ⇔  
x x

y y

x x
y y

2
2

2
2

1 1 4

1 1 4

   
+ + + =   

      + + =    

.  

 Đặt 
u x

y

v x
y

2
2

1

1


= +


 = +


. HPT ⇔ u v
uv

4
4

 + =
 =

 ⇔ u v 2= = . 

 Nghiệm: (1;1) . 

Bài 21. Giải hệ phương trình sau: xy x y
x y xy y2 2 2

1 7
1 13

 + + =


+ + =
  (B - 2009) 

 • Dễ thấy y ≠ 0. HPT ⇔ 

xx
y y

xx
y y

2

1 7

1 13

 
+ + = 

 

  + − =  

. Đặt 
u x

y
xv
y

1
= +


 =


.  HPT ⇔ u v
u v2

7
13

 + =


− =
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  Nghiệm 11; , (3;1)
3

 
 
 

. 

Bài 22. Giải hệ phương trình sau: x y y
x y x y

3 3 3

2 2
8 27 18
4 6

 + =


+ =
 

 • Dễ thấy y 0≠ . HPT ⇔ 
x

y

x x
y y

3
3 3(2 ) 18

3 32 . 2 3

   + =   
  + =   

. Đặt a = 2x; b = 
y
3 .  HPT ⇔ a b

ab
3

1
 + =
 =

  

 Nghiệm: 3 5 6 3 5 6; , ;
4 43 5 3 5

   − +
      + −   

 

 Cách 2: Dễ thấy y 0≠ . HPT ⇔ x y y
x y xy y

3 3 3

2 2 3
8 27 18
4 6

 + =


+ =
⇒ x y x y xy3 3 2 28 27 18(4 6 )+ = +   (*) 

 Đặt t xy= . (*) ⇔ t t t2(2 3)(4 42 9) 0+ − + = ⇔ 
t

t

3
2

21 9 5
4


= −


± =

 

 Bài tương tự: 

 a) x y y
x y x y

3 3 3

2 2
27 125 9
45 75 6

 + =


+ =
. Nghiệm 2 1 5;5 , ;

3 3 2
   
   
   

. 

Bài 23. Giải hệ phương trình sau: 
x y y
x x
y y

3 3 3

2

2

1 2

2

 + =

 + =


 

 • Dễ thấy y 0≠ . HPT ⇔ 
x

y
x x
y y

3
3

1 2

1 2


+ =

   + =   

.  

 Đặt t
y
1

= . HPT ⇔ x t
xt x t

3 3 2
( ) 2

 + = + =
 ⇔ x t

xt
2

1
 + =
 =

  

 Nghiệm: (1;1) . 

Bài 24. Giải hệ phương trình sau: y xy x
x y x

2 2

2 2 2
6

1 5

 + =


+ =
  

 • Dễ thấy y ≠ 0. HPT ⇔ 

xx
y y

x xx
y y y

2

2 2

1 6

1 5 2

   + =    
    + = +   
   

. Đặt 
u x

y
xv
y

1
= +


 =


.   

 HPT ⇔ u v
u v v

2

2 2
6
5 2

 =


= +
   

 Nghiệm:  
 Bài tương tự: 
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 a) y xy x

x y x

2 2

3 3 3
6

1 19

 + = −


+ =
. Nghiệm 1 1; 2 , ;3

3 2
   

− −     
. 

Bài 25. Giải hệ phương trình sau: x y y x y
x y x y

2

2
1 ( ) 4

( 1)( 2)

 + + + =


+ + − =
 

 • Dễ thấy y ≠ 0. HPT ⇔ 

x y x
y

x y x
y

2

2

1 2 2

1( 2) 1

 +
+ + − =




+ + − =

. Đặt 
xu

y
v y x

2 1

2

 + =

 = + −

. HPT ⇔ u v
uv

2
1

 + =
 =

  

 Nghiệm: (1;2),( 2;5)− . 

Bài 26. Giải hệ phương trình sau: x y y xy
x y y xy

2 2 2

2 2 2
2 4 7

2 6 3

 + + =


+ + =
 

 • Dễ thấy y ≠ 0. HPT ⇔ 

xx
yy

x x
y y

2
2

2

42 7

62 3


+ + =



  + + =  

 ⇔ 

xx
y y

x x
y y

2

2

2 3 2

23 2

  − − = −  
    − − = −   
   

 

 Đặt 
u x

y
xv
y

2
= −


 =


. HPT ⇔ u v
v u

2

2
3 2
3 2

 − = −


− = −
 ⇔ u v

u v
1
2

 = =
 = =

  

 + Với u v 1= =  thì 
x

y
x
y

2 1

1


− =


 =


 ⇔ x y
x y

1
2

 = = −
 = =

 

 + Với u v 2= =  thì 
x

y
x
y

2 2

2


− =


 =


 ⇔ 
x y

x y

1 51 5;
2

1 51 5;
2

 −
= − =


+ = + =

 

 Nghiệm: 1 5 1 5( 1; 1),(2;2), 1 5; , 1 5;
2 2

   − +
− − − +   

   
. 

Bài 27. Giải hệ phương trình sau: x y y
x y x y y x y

2

4 2 2 2 2 2
( 1) 6 2

2 ( 1) 12 1

 + = −


+ + + = −
 

 • Dễ thấy y ≠ 0. HPT ⇔ 
x

y y
xx x

y y

2

2
4 2

2

1 21 6

1 12 12

  
+ = −  

  
 + + + = −


 ⇔ 

xx
y y

xx
y y

2
2

2 2
2

1 11 7

1 11 13

 +
+ + + =



  + + + − =  

 

 Đặt 
u x

y
xv

y

2

2

11

1


= + +

 + =


. HPT ⇔ u v
u v2

7
13

 + =
 − =

 ⇔ u v
u v

5, 12
4, 3

 = − =
 = =

 



Hệ phương trình nhiều ẩn  Trần Sĩ Tùng 

Trang 36 

 

 + Với u
v

5
12

 = −
 =

 ⇒ 
x

y
x

y

2

2

11 5

1 12


+ + = −

 + =


 (vô nghiệm) 

 + Với u
v

4
3

 =
 =

 ⇒ 
x

y
x

y

2

2

11 4

1 3


+ + =

 + =


 ⇒ x y

x y

10,
3

2, 1


= =


= ± =

. 

 Nghiệm: ( )10; , 2;1
3

 
± 

 
. 

Bài 28. Giải hệ phương trình sau: x y y xy x xy
x y y x y x x y

2 2

4 2 2 2 4 2 2 2
18

208

 + + + =


+ + + =
 

 • Với x 0=  ⇒ y 0= . 

 + Với x
y

0
0

 ≠
 ≠

 ta có: HPT ⇔  
x y

x y

x y
x y

2 2
2 2

1 1 18

1 1 208


+ + + =


 + + + =


 ⇔ 
x y

x y

x y
x y

2 2

1 1 18

1 1 212


+ + + =



    + + + =      

 

 Đặt 
u x

x

v y
y

1

1


= +


 = +


. Ta được HPT ⇔ u v
u v2 2

18
212

 + =
 + =

 ⇔ u u
v v

4 14
14 4

 = =∨ = = 
 

 Nghiệm: (0;0),(2 3;7 4 3),(2 3;7 4 3)+ ± − ± , (7 4 3;2 3),(7 4 3;2 3)+ ± − ± . 

Bài 29. Giải hệ phương trình sau: x xy x y
x x y x y

2

4 2 2 2
2 0
4 3 0

 − + + =


− + + =
  

 • Với x 0=  ⇒ y 0= . 

 + Với x
y

0
0

 ≠
 ≠

 ta có: HPT ⇔ 

yx y
x

yx y
x

2
2

2 1 0

4 3 0


− + + =


  − + + =   

 ⇔ 

yy x
x

y yx x
x x

2

2 1 (1)

3 0 (2)


= + +


    + − + =      

 

 Đặt yt x
x

= + . (2) ⇔ t t2 3 0− =  ⇔ t
t

0
3

 =
 =

 ⇒ y yx x
x x

0 3+ = ∨ + =  

 Nghiệm: (0;0),(1;2),(2;2) . 

Bài 30. Giải hệ phương trình sau: 
x x

y
y y x y

2

2 2

12 2

2 2


+ − =


 − − = −

  

 • HPT ⇔  
x x

y

x
y y

2

2

12 2

1 22


+ − =


 − − = −


. Đặt 
u x

v
y
1

 =

 =

. HPT ⇔ u u v
v u v

2

2
2 2 (1)
2 2 (2)

 + − =


− + =
 

 Lấy (1) (2)−  ta được: u v u v2 22( ) 2( ) 0− + − =  ⇔ u v
u v

0
1 0

 − =
 + + =
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 Nghiệm: 3 1 3 1(1;1),( 1; 1), ; 3 1 , ;1 3

2 2

   + −
− − − + −   

   
. 

Bài 31. Giải hệ phương trình sau: 
2 2

3 3

2 1

2 2

y x

x y y x

 − =


− = −
 

 •   HPT ⇒ x y y x y x x x y xy y3 3 2 2 3 2 2 32 (2 )(2 ) 2 2 5 0− = − − ⇔ + + − =  
 Khi y 0=  thì hệ VN.  

   Khi y 0≠ , chia 2 vế cho y3 0≠  ta được: x x x
y y y

3 2

2 2 5 0
     

+ + − =     
     

 

 Đặt xt
y

= , ta có :  t t t t3 22 2 5 0 1+ + − = ⇔ =
y x x y

x yy2
1

11
 =  = =⇔ ⇔  = = −= 

 

 Nghiệm: (1;1),( 1; 1)− − . 

Bài 32. Giải hệ phương trình sau: 
2 2

2 2

1 4
( ) 2 7 2
x y xy y

y x y x y
 + + + =


+ = + +
 

 •  Từ hệ PT ⇒ y 0≠ . Khi đó ta có: 

x x y
x y xy y y

y x y x y xx y
y

2

2 2

2 2 2
2

1 4
1 4

.
( ) 2 7 2 1( ) 2 7

 +
+ + = + + + = ⇔ 

+ = + + +  + − =

 

 Đặt xu v x y
y

2 1,+
= = +  ta có hệ: 

u v u v v u
v uv u v v2 2

4 4 3, 1
5, 92 7 2 15 0

 + = = −  = = ⇔ ⇔   = − =− = + − =   
 

 • Với  v u3, 1= = ta có hệ:
x yx y x y x x

y x x yx y y x

2 2 2 1, 21 1 2 0
3 2, 53 3

   = = + = + = + − =⇔ ⇔ ⇔   = − = − =+ = = −    
. 

 • Với v u5, 9= − = ta có hệ: x y x y x x
x y y x y x

2 2 21 9 1 9 9 46 0
5 5 5

    + = + = + + =⇔ ⇔  
+ = − = − − = − −    

, hệ VN 

Nghiệm: (1; 2), ( 2; 5)− .  

Bài 33. Giải hệ phương trình sau: 
x y x y x y

x y
x y

2 2 2(2 ) 5(4 ) 6(2 ) 0 (1)
12 0 (2)

2

 + − − + + =
 + + = −

 

 • Dễ thấy x y2 0+ ≠ . HPT ⇔ 
x y x y

x y
x y

(2 ) 5(2 ) 6 0
12 0

2

 + − − + =

 + + = −

. Đặt u x y u v
v x y

2 ( . 0)
2

 = + ≠ = −
. 

 HPT ⇔ 
u v

u
v

5 6
1 0

 − = −
 + =

 ⇔ 
u v

u v

1, 1
15,
5

 = − =


= − =


.  

 Nghiệm:  

Bài 34. Giải hệ phương trình sau: x x y
x xy y

2

2 2
2 6 1 (1)

7 (2)

 + + = +
+ + =

 

 • Điều kiện: y 1≥ − . HPT ⇔ x y x y
x y x y2 2

( )( 2) 5
3( ) ( ) 28

 − + + = −
 + + − =

.  
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 Đặt u x y

v x y
 = +
 = −

, ta được: v u
u v2 2
( 2) 5

3 28
 + = −
 + =

. 

 Nghiệm: ( 3;2),(1;2)− . 

Bài 35. Giải hệ phương trình sau: x y x y
x y
2 1 1

3 2 4
 + + − + =


+ =
 

 • Hệ PT ⇔ x y x y
x y x y
2 1 1

(2 1) ( ) 5
 + + − + =


+ + + + =
. Đặt u x y v x y2 1 0, 0= + + ≥ = + ≥ . 

 Hệ PT ⇔ u v u v
u v loaïiu v2 2

1 2, 1
1, 2 ( )5

 − =  = =⇔  = − = −+ = 
 

 Nghiệm: (2; 1)− . 
 Bài tương tự: 

 a) x y x y
x y
2 1 20

3 2 4
 + + − + =


+ =
 

Bài 36. Giải hệ phương trình sau: x y y
x y x y

2 6 3 + = +


+ + −
 

 • Điều kiện x y
x y

0
3

 + ≥
 ≥ ≥ −

. Hệ PT ⇔ x y y y
x y x y

2 26 6 9
4

 + = + +


+ + − =
 ⇔ 

x y x y
x y x y

( )( ) 9
4

 + − =
 + + − =

 

 Đặt u x y u v
v x y

( , 0)
 = + ≥

= −
. HPT ⇔ u v

u v

2 2 9
4

 = + =
 ⇔ u v

u v
1, 3
3, 1

 = =
 = =

 

 Nghiệm: (5;4) . 

Bài 37. Giải hệ phương trình sau: 
x y x y

x y x y2 2 2 2

2

1 3

 + = + −


+ + − − =
 

 • Điều kiện: x y  x y0, 0+ > − ≥ .  

 Đặt: 
u x y
v x y

 = +


= −
 ta có hệ: 

u v u v u v uv

u v u vuv uv
2 2 2 2

2 ( ) 2 4

2 23 3
2 2

 − = > + = +
 

⇔ + + + + − = − =
 

 

    
u v uv

u v uv uv
2

2 4 (1)

( ) 2 2 3 (2)
2

 + = +


⇔  + − + − =


.  

 Thế (1) vào (2) ta có: uv uv uv uv uv uv uv28 9 3 8 9 (3 ) 0+ + − = ⇔ + + = + ⇔ = . 

 Kết hợp (1) ta có: 
uv

u v
u v

0
4, 0

4
 =

⇔ = =
+ =

 (với  u > v).  

 Nghiệm: (2;  2) .   
 Bài tương tự:  

 a) 
x y x y

x y x y2 2 2 2

2

4

 + − − =


+ + − =
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Bài 38. Giải hệ phương trình sau: x y x y

x x y y y
9 2

( 4 2) (4 2) 41
 + = − +


+ − + + =
 

 • HPT ⇔ x y x y
x y x y2

2 9
( 2 ) 2( ) 41

 − + + =


+ − − =
. Đặt u x y u v

v x y
( , 0)

2
 = − ≥

= +
. 

 HPT ⇔ u v
v u2 2

9
2 41

 + =
 − =

 ⇔ u
v

2
7

 =
 =

 ⇒ x y x y
x y x y

2 2
2 7 2 7

 − = − =∨ 
+ = + = − 

 

 Nghiệm: 1 11(5;1), ;
3 3

 
− 

 
. 

Bài 39. Giải hệ phương trình sau: x y x y x y
x x y xy y x

2

2 2
1 1 4( ) 3 3 (1)

12 (2 3 7 ) 1 12 (3 5 ) (2)

 + + + = + + +


+ + = − − +
 

 • Đặt x y u
x y v

1 0
3 3 0

 + + = ≥


+ = ≥
. (1) ⇔ u v

u v v

2 2

4
3 3
9 9 4 9

 − =


+ = +
 ⇔ u v

u u v v v

2 2

2 2 2 4
3 3
9 (3 ) 4 9

 − =


+ − = +
 

 ⇔ u v
u v u u v uv v

2 2

3 2 2 3
3 3
( )(9 9 3 3 ) 0

 − =


− + + + =
 ⇔ u v 6

2
= =  ⇒ x y2 2 1+ = . 

 Nghiệm: 5 4 7 1; , ;
6 3 10 6

   
− −   

   
. 

Bài 40. Giải hệ phương trình sau: x y x y
x y x y

7 2 5 (1)
2 2 (2)

 + + + =


+ + − =
 

 • Đặt u x y u v
v x y

7 ( , 0)
2

 = + ≥
= +

. (1) ⇔ u v x
u v

2 2 5
5

 − = + =
 ⇒ xv 5

2
−

= .  

 Thay vào (2) ta được: x y2 1= − . 

 Nghiệm: 11 7710 77;
2

 −
− 

 
. 

Bài 41. Giải hệ phương trình sau: y x y

x y x y

2 2

2 2

12 (1)

12 (2)

 − =


+ + − =
 

 • Đặt u x y
v x y

2 2 = −
= +

 ⇒ 
ux y
v

x y v

2
 − =
 + =

 ⇒ 

u vx
v

v u v uy
v v

2 2

2 2
2

6( )
2

 +
=


− − = =

  

 HPT ⇒ 
v u u
v

u v

6( ) . 12

12

 − =

 + =

 ⇔ u v
u v

3, 9
4, 8

 = =
 = =

 ⇒ x y
x y

5, 4
5, 3

 = =
 = =

. 

 Nghiệm: (5;4),(5;3) . 

Bài 42. Giải hệ phương trình sau: ( )x y x y xy
x y

2 23 3

3 3
2( ) 3

6

 + = +


+ =
 

 • Đặt u x
v y

3

3

 =


=
. HPT ⇔ u v u v uv

u v

3 3 2 22( ) 3( )
6

 + = + + =
 ⇔ u v

uv
6

8
 + =
 =

 ⇔ u v
u v

2, 4
4, 2

 = =
 = =

. 

 Nghiệm: (8;64),(64;8) .   
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Bài 43. Giải hệ phương trình sau: x y

x y

4 3 35

4 5
35

5

 + =


+ =
 

 • Đặt u x
v y

4

5

 =


=
. HPT ⇔ u v

u v

3 3 35
5

 + = + =
 ⇔ u v

u v
2, 3
3, 2

 = =
 = =

. 

 Nghiệm: (16;243),(81;32) . 

Bài 44. Giải hệ phương trình sau: x y
x y

3 31 1 3
11

 − + − =


+ =
 

 • Đặt u x
v y

3

3
1
1

 = −


= −
. HPT ⇔ u v

u v3 3
3

9
 + =
 + =

  

 Nghiệm: (2;9),(9;2) . 

Bài 45. Giải hệ phương trình sau: x y x y
x y

2 2 7
3 2 23

 + + + + =


+ =
 

 • Đặt u x y u v
v x y

( , 0)
2 2

 = + ≥
= + +

. HPT ⇔ u v
u v2 2

7
25

 + =
 + =

 

 Nghiệm: (5;4),( 9;25)− .   
 Bài tương tự: 

 a) 
x x y

y

x y
y

1 3 3

12 8


+ + + − =


 + + =


. Nghiệm (3;1),(5; 1),(4 10;3 10),(4 10;3 10)− + − − +  

Bài 46. Giải hệ phương trình sau: 
x y

x x y x y y2

1 6

2 2 1 2 1 29

 + − =


+ + + − + − =
 

 • HPT ⇔ 
x y

x y y x2

1 1 7

( 1) 1 2 1( 1) 29

 + + − =


+ + − + − + =
. Đặt 

u x
v

v y
1

( 0)
1

 = +
≥ = −

  

 HPT ⇔ 
u v

u v uv2 2
7

2 29

 + =


+ + =
 ⇔ u v

u v
3, 4
4, 3

 = =
 = =

 ⇒ x y
x y

2, 17
3, 10

 = =
 = =

 

 Nghiệm: (2;17),(3;10) . 

Bài 47. Giải hệ phương trình sau: 
x x y y

x y 3

(3 ) 2 2 2 1 0 (1)

2 2 (2 1) 1 (2)

 − − − − =


− − − =
 

 • Đặt u x u v
v y

2 ( , 0)
2 1

 = − ≥
= −

. HPT ⇔ u u v v
u v

2 2

3
( 1) ( 1) 0 (3)
2 1 (4)

 + − + =


− =
 

 Ta có (3) ⇔ u v u uv v2 2( )( 1) 0− + + + =  ⇔ u v=  

 Thay vào (4) ta được: u u3 2 1 0− + =  ⇔ 
u

u

1
5 1
2

 =
 − =


 ⇒ 
x y

x y

1 ( 1)
5 1 5 5( )
2 4

 = =
 + − = =


 

 Nghiệm: 5 1 5 5(1;1), ;
2 4

 + −
 
 

. 
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Bài 48. Giải hệ phương trình sau: x y

x y
5

5 7 7

 + =


+ + + =
 

 •  HPT ⇔ 
( ) ( )
( ) ( )

x x y y

x x y y

5 7 12

5 7 2

 + + + + + =


+ − + + − =
 ⇔ 

( ) ( )x x y y

x x y y

5 7 12
5 7 2
5 7

 + + + + + =

 + = + + + +

 Đặt u x x u v
v y y

5 ( , 0)
7

 = + + ≥
= + +

. HPT ⇔ 
u v

u v

12
5 7 2

 + =
 + =

 

 Nghiệm:   
 Bài tương tự: 

 a) x y
x y

1 1 4
6 4 6

 + + − =


+ + + =
. Nghiệm (3;5) .          b) x y

x y
2 2 4
2 5 2 5 6

 + =


+ + + =
. Nghiệm (2;2)  

 c) x y
x y

3 3 6
3 16 3 16 10

 + =


+ + + =
. Nghiệm (3;3) . d) x y

x y
6

7 7 8

 + =


+ + + =
. Nghiệm (9;9)  

Bài 49. Giải hệ phương trình sau:  
 •   
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 Vấn đề 3: Phương pháp đánh giá 
 
 Từ điều kiện của ẩn, xét trường hợp xảy ra dấu "=" ở bất đẳng thức. 
 

Bài 1. Giải hệ phương trình sau: 
x z z a
y x x b
z y y c

3 2

3 2

3 2

9 27( 1) ( )
9 27( 1) ( )
9 27( 1) ( )

 = − −

 = − −
 = − −

 

 • Cộng (a), (b), (c) ta được: x y z d3 3 3( 3) ( 3) ( 3) 0 ( )− + − + − =   
 +  Nếu x > 3 thì  từ (b) suy ra: 3 9 ( 3) 27 27 3y x x y= − + > ⇒ >  
   từ (c) suy ra: 3 9 ( 3) 27 27 3z y y z= − + > ⇒ > ⇒ (d) không thoả mãn 
 + Tương tự, nếu x < 3 thì từ (a) ⇒ 0 < z < 3 ⇒ 0 < y <3 ⇒ (d) không thoả mãn 
 + Nếu x = 3  thì từ  (b) ⇒ y = 3;  thay vào (c) ⇒ z = 3.  
 Vậy:   x y z 3= = = . 
 Bài tương tự:  

 a) 
x z z
y x x
z y y

3 2

3 2

3 2

12 48 64
12 48 64
12 48 64

 = − +

 = − +
 = − +

. Nghiệm: x y z 4= = = .  

 b) 
x z z
y x x
z y y

3 2

3 2

3 2

6 12 8
6 12 8
6 12 8

 = − +

 = − +
 = − +

. Nghiệm: x y z 2= = = . 

Bài 2. Giải hệ phương trình sau: 
x y
y z
z x

1
1
1

 − =

 − =
 − =

 

 • Dễ thấy x > 0, y > 0, z > 0.  
 Không mất tính tổng quát, giả sử x ≥ y ⇒ y z y z1 1+ ≥ + ⇒ ≥ . 

 Ta lại có: z x y x1 1= + ≥ + =  ⇒ x ≥ y ≥ z ≥ x ⇒ x = y = z. 

 ⇒ x x 1 0− − =  ⇔ 
( )

x
2

5 1
4
+

= . Nghiệm x = y = z = 
( )2

5 1
4
+ . 

 Bài tương tự: 

 a) x x y
y y x

2

2
2
2

 + =


+ =
. Nghiệm 3 5 3 5(0;0),(1;1), ;

2 2

 − −
 
 

. 

Bài 3. Giải hệ phương trình sau: 

x y
x

y
z

y
z x

z

2

2

2

2

2

2

2
1

2
1

2
1


=

+
 =

+


=
 +

 

 • Nếu x = 0 thì y = 0, z = 0 ⇒ Hệ có nghiệm (x; y; z) = (0; 0; 0) 
 • Nếu x ≠ 0 thì y > 0, z > 0 ⇒ x > 0. 

 Ta có: x xy x
xx

2 2

2
2 2

21
= ≤ =

+
. Tương tự ta suy ra được: y ≤ x ≤ z ≤ y ⇒ x = y = z 
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 ⇒ x x

x

2

2
2

1
=

+
⇒ x = 1. Nghiệm (0;  0;  0),  (1;  1;  1) . 

 Bài tương tự:  

 a) 
x y x y
y z y z
z x z x

2 2

2 2

2 2

36 60 25 0
36 60 25 0
36 60 25 0

 − + =

 − + =
 − + =

. Nghiệm 5 5 5(0;0;0), ; ;
6 6 6

 
 
 

. 

Bài 4. Giải hệ phương trình sau: y x x
x y y

3

3
3 4

2 6 2

 = − + +


= − −
 

 • y x x
x y y

3

3
3 4

2 6 2

 = − + +


= − −
 ⇔ y x x

x y y

2

2
2 ( 1) ( 2) (1)
2 2( 1) ( 2) (2)

 − = − + −


− = + −
 

 Dễ dàng thấy (x; y) = (2; 2) là một nghiệm của hệ.  
 Nếu x > 2 thì từ (1) ⇒ y < 2. Nhưng từ (2) ⇒ x – 2 và y – 2 cùng dấu ⇒ Mâu thuẫn. 
 Nếu x < 2 thì cũng suy ra điều mâu thuẫn tương tự. 
 Vậy hệ có nghiệm duy nhất x = y = 2. 

Bài 5. Giải hệ phương trình sau: x y x
x y x y

2 3

2 2 2
2 4 3 0

2 0

 + − + =


− + =
 

 • HPT ⇔ 
x y

xy
x

2 3

2
2

2( 1) ( 1) 0 (1)
2 (2)

1

 − + + =
 = +

 

 Từ (1) ⇒ y3 1 0+ ≤  ⇒ y 1≤ −  (3) 

 Từ (2) ⇒ x 0≥ . Ta có x
x2

2 1
1

≤
+

 ⇒ y2 1≤  ⇒ y1 1− ≤ ≤   (4) 

 Từ (3), (4) ⇒ y 1= −  ⇒ x 1= . 
 Nghiệm: (1; 1)− . 

Bài 6. Giải hệ phương trình sau: x y x y
x x y x

2 2 2

3 2
2 0

2 3 6 12 13 0

 − + =


+ + − + =
 

 • Ta có: (1) xy
x

2
2
2

1
⇔ =

+
x y20, 1⇒ ≥ ≤  

  (2) x x y2( 1) (2 7) 6( 1) 0⇔ − + + + =  ⇔ x
y

1
1

 =
 = −

 (vì x x y2( 1) (2 7),( 1)− + +  không âm) 

 Nghiệm: (1; 1)− . 

Bài 7. Giải hệ phương trình sau: xy x

xy y

2

2
10 20 (1)

5 (2)

 − = −


= +
 

 • Từ (2) ⇒ y
yy

yx +=
+

=
55 2

.  

 Áp dụng BĐT Cô-si ta có: 525
≥+= y

y
x ⇒ x2 20≥ . Mà theo (1) thì x2 20≤ . 

 Do đó x2 20=  ⇔ x y
x y

2 5 ( 5)
2 5 ( 5)

 = =


= − = −
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Bài 8. Giải hệ phương trình sau: 

xyx x y
x x

xyy y x
y y

2
3 2

2
23

2

2 9
2

2 9


+ = +

 − +

 + = +
 − +

 

 • Cộng hai phương trình, vế theo vế, ta được: xy xy x y
x x y y

2 2
3 2 23

2 2

2 9 2 9
+ = +

− + − +
 (*) 

 Ta có: x x x3 2 232 9 ( 1) 8 2− + = − + ≥ , y y y2 23 32 9 ( 1) 8 2− + = − + ≥  

 ⇒ VT (*) ≤ xy xy xy xy x y2 22 2 2 2
2 2

+ = ≤ ≤ + .  Dấu "=" xảy ra ⇔ x y
x y

1
0

 = =
 = =

.  

 Nghiệm: (0;  0),  (1;  1) . 

Bài 9. Giải hệ phương trình sau: x x y
x x y

24

4
32 3 0 (1)
32 6 24 0 (2)

 + − − + =


+ − + − =
 

 • Điều kiện: x
y y

0 32
3 4; 3

 ≤ ≤
 ≤ ≤ ≤ −

.  

 Lấy (1) (2)+  ta được: x x x x y y24 432 32 6 21+ − + + − = − +  (*) 

 Mà: + y y y2 26 21 ( 3) 12 12− + = − + ≥  

  + x x x x32 (1 1)( 32 ) 8+ − ≤ + + − = ; x x x x4 4 32 (1 1)( 32 ) 4+ − ≤ + + − ≤  

  ⇒ x x x x4 432 32 12+ − + + − ≤  

 Do đó (*) ⇔ 
x x
x x

y

4 4
32
32

3 0

 = −
 = −
 − =

 ⇔ x
y

16
3

 =
 =

. 

 Nghiệm: (16;3) . 

Bài 10. Giải hệ phương trình sau: 
x y

xy
2 4 32 (1)

8 (2)
 + = =

 

 • Ta có x, y phải là các số dương. Vì nếu x, y < 0 thì x y2 4 2 32+ < < . 

 Khi đó ta có: xyx y x y y 2 22 22 4 2 2 .4 2 2 2 2 32++ ≥ = ≥ =  
 Do đó: (1) ⇔ x y2= . Thay vào (2), ta được: x y4, 2= = . 
 Nghiệm: (4;2) . 

Bài 11. Giải hệ phương trình sau: y x x y
x y

3 2 2

2 3
64 (1)

( 2) 6 (2)

 + = −


+ = +
 

 • Từ (2): y x2 36 ( 2) 8+ = + ≥  ⇒ y 2≥  ⇒ y x3 2 8+ ≥  

 Mặt khác x y264 8− ≤ . Do đó (1) ⇔ 
y x

x y

3 2

2
8

64 8

 + =


− =
 ⇔ x

y
0
2

 =
 =

 

 Nghiệm: (0;2) . 

Bài 12. Giải hệ phương trình sau: 
x x y

x y 2

1 3 (1)

( 4) 5 5 (2)

 + + + =


+ − + =
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  • Ta có: x y 20, ( 4) 5 5≥ − + ≥ . Do đó: (2) ⇔ x
y

0
4

 =
 =

 (thoả (1)) 

 Nghiệm: (0;4) . 

Bài 13. Giải hệ phương trình sau: x y x

x x y

3 2

2 2

3 4 (1)

1 1 (2)

 + + =


− + + =
 

 • Điều kiện: x
x y

2

2
1 0

0

 − ≥


+ ≥
. Từ đó x y x

3 23 4+ + ≥ . Dó đó (1) ⇔ x
y

1
0

 =
 =

 

 Nghiệm: (1;0) . 

Bài 14. Giải hệ phương trình sau: y x y
x y x y

23 ( 1) (1)
8 9 (2)

 − + = −


+ = − −
 

 • Ta có: (1) ⇔ x y y 23 ( 1) 0− − = − + ≤  ⇒ x y 3− ≤  ⇒ x y0 9≤ − ≤  (a) 
 Từ (2) ta có điều kiện: x y 9 0− − ≥  ⇒ x y 9− ≥  (b) 
 Từ (a) và (b) ⇒ x y 9− =  
 Nghiệm: (8; 1)− . 
Bài 15. Giải hệ phương trình sau:  
 •  
 
 
 



Hệ phương trình nhiều ẩn  Trần Sĩ Tùng 

Trang 46 

 Vấn đề 4: Phương pháp hàm số 
 
 Chọn hàm số thích hợp, rồi sử dụng tính đơn điệu của hàm số. 
  Cho hàm số y = f(x) đồng biến (hoặc nghịch biến) trên khoảng (α; β). Khi đó, với mọi 

 a, b ∈ (α; β) ta có: f(a) = f(b) ⇔ a = b. 

 Chú ý: Các hệ phương trình hoán vị vòng quanh 
x f y
y f z
z f x

( )
( )
( )

 =
=

 =
, thường sử dụng tính đơn 

điệu của hàm số để chứng minh x = y = z. 
  – Xét tính đơn điệu hàm số f(t). 
  – Chứng tỏ x < y, x > y, … không xảy ra. 
  – Từ đó suy ra x = y = z. Thế vào hệ đã cho để giải tìm x, y, z. 
 
 

Bài 1. Giải hệ phương trình sau: x x y y
x y

3 3

8 4
5 5 (1)

1 (2)

 − = −


+ =
 

 • Từ (2) ⇒ x y8 41, 1≤ ≤  ⇒ x y1, 1≤ ≤ . 

 Xét hàm số f t t t t3( ) 5 , [ 1;1]= − ∈ −  ⇒ f t t t2( ) 3 5 0, [ 1;1]′ = − < ∀ ∈ −  ⇒ f(t) nghịch biến 
trên [–1; 1].  

 Do đó: Từ (1) ⇒ f(x) = f(y) ⇔ x = y.  

 Thay vào (2) ta được: x x8 4 1 0+ − = ⇔ x y4 1 5
2

− +
= ± =  

 Bài tương tự: x x y y
x y

3 3

6 6
3 3

1

 − = −


+ =
 

Bài 2. Giải hệ phương trình sau: x x y y y
y x y

3 3 2

3 2
2 3 4 (1)

3 0 (2)

 + − = + +


− + =
 

 • Ta có: (1) ⇔ x x y y3 3( 1) 1+ = + + +  (3).  

 Xét hàm số f t t t3( ) = +  ⇒ f t( )  đồng biến trên R. Do đó (3) ⇔ x y 1= + . 

 Thay vào (2) ta được: y y y3 3( 1) 3 0− + + =  ⇔ 
y

y

1
3
2

 =


= −


. 

 Nghiệm: 1 3(2;1), ;
2 2

 
− − 

 
. 

Bài 3. Giải hệ phương trình sau: 
x y x y x y

y xy x y x
x y x

4 4 2 2

4 4 2 2

2 6

2 (1)

8 6 0 (2)

  
 + − + + + = −    


+ − + =

 

 • Điều kiện: x
y

0
0

 ≠
 ≠

. Đặt x y t
y x

+ =  ⇒ x y t
y x

2 2
2

2 2
2+ = − , x y t t

y x

4 4
4 2

4 4
4 2+ = − +  

 Mặt khác, ta có: x y t t
y x

2 2
2

2 2
2 4 2+ ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥  

 Xét vế trái của (1), ta có: g t t t t t4 2( ) 5 4 ( 2)= − + + ≥  ⇒ g t t t2( ) 2 (2 5) 1′ = − +  
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   + Với t 2≥  ⇒ g t( ) 0′ >   + Với t 2≤ −  ⇒ g t( ) 0′ <  
 Dựa vào BBT, ta có g t( ) 2= −  ⇔ t 2= −  ⇔ x y= −  

 Thay vào (2) ta được: x x x6 2 8 6 0+ − + =  ⇔ x x x x2 2 2 2( 1) ( 1) 2( 1) 4 0 − + + + + =   
    ⇔ x y1 1= ⇒ = − . 
 Nghiệm: (1; 1)− . 

Bài 4. Giải hệ phương trình sau: x y xy

x y xy x y

2 2

2 2

7(2 1)(2 1)
2

7 6 14 0


− − =


 + + − − + =

 

 • Dễ thấy xy 0=  không thoả HPT. 

 Với xy 0≠  ta có: HPT ⇔ 
x y

x y
x y xy x y2 2

1 1 72 2 (1)
2

7 6 14 0 (2)

  
− − =     

 + + − − + =

 

 + Điều kiện để (2) (ẩn x) có nghiệm là: y y y y2 2
1

7( 7) 4 24 56 0 1
3

∆ = − − + − ≥ ⇔ ≤ ≤  

 + Điều kiện để (2) (ẩn y) có nghiệm là: x x x x2 2
2

10( 6) 4 28 56 0 2
3

∆ = − − + − ≥ ⇔ ≤ ≤  

 Xét hàm số f t t
t
1( ) 2= −  ⇒ f t( )  đồng biến trên (0; )+∞  ⇒ f x f y f f 7( ). ( ) (2). (1)

2
≥ =  

 Do đó: (1) ⇔ x
y

2
1

 =
 =

. 

 Nghiệm: (2;1) . 

Bài 5. Giải hệ phương trình sau: 
x y

x y
x xy y

4 4

2 2

16 1 (1)
8

2 8 (2)

 − −
=


 − + =

 

 • Điều kiện: x
y

0
0

 ≠
 ≠

. (1) ⇔ x y
x y

3
32 1

8
− = −  (*) 

 Xét hàm số f t t t
t

3 1( ) ( 0)= − ≠  ⇒ f t t t
t

2
2
1( ) 3 0, 0′ = + > ∀ ≠  ⇒ f t( )  đồng biến trên các 

khoảng ( ;0),(0; )−∞ +∞ . Do đó: 

 + Trên ( ;0)−∞ : (*) ⇔ x y
2

= . Thay vào (2), ta được: y2 8=  ⇔ y 2 2= −  ⇒ x 4 2= −  

 + Trên (0; )+∞ : (*) ⇔ x y
2

= . Thay vào (2), ta được: y2 8=  ⇔ y 2 2=  ⇒ x 4 2=  

 Nghiệm: ( ) ( )4 2; 2 2 , 4 2;2 2− − . 

Bài 6. Giải hệ phương trình sau: x y
xy y y x

3

2
(3 55) 64
( 3 3) 12 51

 + =


+ + = +
 

 • Dễ thấy x 0=  không thoả HPT. Với x 0≠ , HPT ⇔ y t t
xy y y t

3

3 2
43 55 ( )

3 3 3 51

 + = =
+ + = +

 

 Cộng 2 phương trình, vế theo vế, ta được: y y t t3 3( 1) 3( 1) 51 3 51+ + + + = + +      (*) 

 Xét hàm số f t t t3( ) 3 51= + +  ⇒ f t( )  đồng biến trên R. Do đó: (*) ⇔ y t1+ = .  
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  Từ đó ta có: t y3 3( 1) 55 0− − − =  ⇔ t t t2( 4)( 4 13) 0− + + = ⇔ t 4=  
 Nghiệm: (1;3) . 

Bài 7. Giải hệ phương trình sau: x y
x y

3

3
(2 3 ) 1 (1)

( 2) 3 (2)

 + =


− =
 

 • Dễ thấy x 0=  không thoả HPT. Với x 0≠  ta có: HPT ⇔ 
y

x

y
x

3

3

12 3 (3)

3 2 (4)


+ =


 = +


 

 Lấy (3) (4)+  ta được: y y
xx

3
3

1 33 2 2+ + = + +  (*) 

 Xét hàm số f t t t3( ) 3 2= + +  ⇒ f t( )  đồng biến. Do đó (*) ⇔ y
x
1

=  

 Nghiệm: 1( 1; 1), ;2
2

 
− −  

 
. 

 Bài tương tự: 

 a) x y
x y

3

3
(2 3 ) 8

( 2) 6

 + =


− =
. Nghiệm (1;2),( 2; 1)− − . 

Bài 8. Giải hệ phương trình sau: x x x y
y y y x

2 4 7

2 4 7
(1 )(1 )(1 ) 1
(1 )(1 )(1 ) 1

 + + + = +


+ + + = +
 

 • HPT ⇒ x x x x y y y y2 4 7 2 4 7(1 )(1 )(1 ) (1 )(1 )(1 )+ + + + = + + + +  (*) 

 Xét hàm số f t t t t t2 4 7( ) (1 )(1 )(1 )= + + + + .  

 Ta có: f t t t t t t t t6 4 2 2 2 2( ) 11 3 ( 1) 2 ( 1) ( 1) 0,′ = + + + + + + > ∀  ⇒ f t( )  đồng biến trên R. 

 Do đó: (*) ⇔ x y= . HPT ⇒ x x x x2 4 7(1 )(1 )(1 ) 1+ + + = +  ⇔ x
x

0
1

 =
 = −

. 

 Nghiệm: (0;0),( 1; 1)− − . 

Bài 9. Giải hệ phương trình sau: 
x y y x

x x y y

3 3 2

2 2 2
3 3 2

1 3 2 2

 − + − =


+ − − − = −
 

 • Điều kiện: x x
yy y

2

2
1 0 1 1

0 22 0

 − ≥ − ≤ ≤⇔  ≤ ≤− ≥ 
  (*) 

 Đặt t x t1, 0 2= + ≤ ≤ . HPT ⇔ 
t t y y

x x y y

3 2 3 2

2 2 2
3 3 (1)

1 3 2 2 (2)

 − = −


+ − − − = −
 

 Xét hàm số f a a a a3 2( ) 3 , 0 2= − ≤ ≤ . f a a a2( ) 3 6′ = − , af a
a

0( ) 0
2

 =′ = ⇔  =
. 

 Dựa vào BBT ⇒ f a( )  nghịch biến trên [ ]0;2 .  
 Do đó (1) ⇔ f t f y t y( ) ( )= ⇔ =  ⇔ x y1+ = . 
 Nghiệm: (0;1) . 

Bài 10. Giải các hệ phương trình sau:  
y

x

x x x

y y y

2 1

2 1
2 2 3 1

2 2 3 1

−

−

 + − + = +


+ − + = +
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 • Đặt u x

v y
1
1

 = −
 = −

. HPT ⇔ 
v

u

u u

v v

2

2
1 3

1 3

 + + =


+ + =
 

 ⇒ u vu u v v2 23 1 3 1+ + + = + + +  ⇔ f u f v( ) ( )=  với tf t t t2( ) 3 1= + + + . 

 Ta có: t t tf t
t

2

2

1( ) 3 ln3 0
1

+ +′ = + >
+

 ⇒ f(t) đồng biến. 

 ⇒ u v=  ⇒ ( )uu u u u u2 2
31 3 log 1 0+ + = ⇔ − + + =  (2) 

 Xét hàm số: ( )g u u u u2
3( ) log 1= − + +  ⇒ g u( ) 0′ >  ⇒ g(u) đồng biến. 

 Mà g(0) = 0 nên u = 0 là nghiệm duy nhất của (2). 
 Nghiệm: (1; 1). 

Bài 11. Giải hệ phương trình sau: ( )( )x x y y
x x xy xy x

2 21 1 1 (1)
6 2 1 4 6 1 (2)

 + + + + =


− + = + +
 

 • Xét hàm số f t t t2( ) 1= + + . Ta có: t t tf t t
t t

2

2 2

1( ) 1 0,
1 1

+ +′ = + = ≥ ∀
+ +

 

 ⇒ f t( )  đồng biến trên R. 

 (1) ⇔ x x y y2 21 1+ + = − + +  ⇔ f x f y( ) ( )= −  ⇔ x y= − . 

 (2) ⇔ x x x x x2 26 2 1 4 6 1+ + = − + +  ⇔ xx x x
2

2 2252 6 1
2 4

 
+ + − = 

 
 

  ⇔ x x x

x x x

2

2
2 6 1 3

2 6 1 2

 + + =
 + + = −

 ⇔ 
x y

x y

1 ( 1)
3 11 3 11( )

2 2

 = = −
 − − + = =


 

 Nghiệm: 3 11 3 11(1; 1), ;
2 2

 − − +
−  

 
.  

Bài 12. Giải hệ phương trình sau: 
x x x x y y

x x y

3 2 3

3

2 4 3 1 2 (2 ) 3 2 (1)

2 14 3 2 1 (2)

 − + − = − −


+ = − − +
 

 • Dễ thấy x 0≠ . (1) ⇔ y y
x x

3
31 11 1 (3 2 ) 3 2

   
− + − = − + −   

   
 (*) 

 Xét hàm số f t t t3( ) = + . Ta có f t t t2( ) 3 1 0,′ = + > ∀  ⇒ f t( )  đồng biến trên R. 

 Do đó (*) ⇔ ( )f f y
x
11 3 2

 
− = − 

 
 ⇔ y

x
11 3 2− = − . Thay vào (2), ta được: 

  ( ) ( )x x32 3 15 2 0+ − − − − =  ⇔ x x
x x x2 33

7 7 0
2 3 (15 ) 2 15 4

− −
+ =

+ + − + − +
 

 ⇔ x y 1117 ( )
98

= =  

 Nghiệm: 1117;
98

 
 
 

. 

Bài 13. Giải hệ phương trình sau:  
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 x x y x x x y x y x xy

x x x

2 2 2 2
3 3

2 2
3

log (2 1) log ( ) 4 4 2 ( ) 1 3 4 2 1 (1)

log (2 ) 4 4 1 1 2 (2)

 + − − = + + − − + − + − − −


+ − + = −
 

 • (1)⇔ x x x x y x y x y2 2 2 2
3 3(2 1) 1 (2 1) log (2 1) ( ) 1 ( ) log ( )+ + − + − + = − + − − − −  (*) 

 Xét hàm số: f t t t t t2 2
3( ) 1 log ( 0)= + − − >  ⇒ tf t t

tt2

1( ) 2 0
ln31

 ′ = − + ≤ 
 +

 

 ⇒ f t( )  nghịch biến. Do đó (*) ⇔ f x f x y(2 1) ( )+ = −  ⇔ x x y2 1+ = −  (1) 

 Với phương trình (2), xét hàm số: f x x x x x2 2
3( ) log (2 ) 4 4 1 ( 0)= + − + >  

 ⇒ f x x
xx2

1 1( ) 4 2 0
ln34 1

 ′ = − + >  + 
 ⇒ f x( )  đồng biến.  

 Mà f 1 1 2
2

 
= − 

 
 nên x 1

2
=  ⇒ y 3

2
= − . 

 Nghiệm: 1 3;
2 2

 
− 

 
. 

Bài 14. Giải hệ phương trình sau: x x y y y

y y x x x

2 2

2 2

2 22 2 1 (1)

2 22 2 1 (2)

 + + − = + +


+ + − = + +
 

 • Điều kiện: x
y

0
0

 ≥
 ≥

. Dễ thấy x 0=  hoặc y 0=  không thoả HPT, nên x y0, 0> > . 

 Lấy (1) (2)−  ta được:  

   x x x x x y y y y y2 2 2 22 22 2 1 2 22 2 1+ + + + + + = + + + + + +    (a) 

 Phương trình (a) có dạng: f x f y( ) ( )=  với f t t t t t t t2 2( ) 2 22 2 1,( 0)= + + + + + + >  

 Ta có: tf t t t
tt t2

1 1( ) 2 2 0, 0
22 22

+′ = + + + > ∀ >
+ +

 ⇒ f t( )  đồng biến 

 Do đó: (a) ⇔ x y= . Thay vào (1) ta được: x x x x x2 22 1 2 22 0+ + − + + + =    (b) 

 Phương trình (b) có dạng: g x g( ) (1)=  với g t t t t t t2 2( ) 2 1 2 22= + + − + + +  

 Ta có: t tg t t
t t t t t2 2

1 1 1( ) 2 2 2 0
2 2 22 2 22

+ +′ = + + − > − >
+ + + +

 ⇒ g t( )  đồng biến 

 Do đó: (b) ⇔ x 1=  ⇒ y 1=  
 Nghiệm: (1;1) . 

Bài 15. Giải hệ phương trình sau: x x x x y y y
x y x y

2 2 2

2 2
3 2 5 2 1 2( 1) 2 2

2 2 4 3

 − − + + = + + +


+ = − +
 

 • HPT ⇔ x x x x y y y
x x y y

2 2 2

2 2
3 2 5 2 1 2( 1) 2 2 (1)

2 2 4 3 (2)

 − − + + = + + +


− = − − +
 

 Lấy (1) (2)−  ta được: x x x y y y2 2 2 21 ( 1) ( 1) ( 1) 1+ + = + + + + +  (3) 

 Xét hàm số: f t t t t2 2( ) 1= + + . Ta có: tf t t t t t t
t

2
2

2
( ) 2 1 2 2 0,

1
′ = + + + > + ≥ ∀

+
 

 ⇒ f t( )  đồng biến trên R. Do đó (3) ⇔ x y 1= + .  
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  Nghiệm: 8 5( 1; 2), ;
3 3

 
− −  

 
. 

Bài 16. Giải hệ phương trình sau: x y x
x y

2

4
1 8 (1)

( 1) (2)

 − − = −


− =
 

 • Điều kiện: x
y

1
0

 ≥
 ≥

.  

 Thế (2) vào (1) ta được: x x x2 31 ( 1) 8− − − = − ⇔ x x x x3 21 2 9− = − + − +    (3) 

 + Xét hàm số f x x x x x3 2( ) 2 9, 1= − + − + ≥ . Ta có: f x x x x2( ) 3 2 2 0, 1′ = − + − < ∀ ≥  
 ⇒ f x( )  nghịch biến khi x 1≥   

 + Xét hàm số g x x( ) 1= −  ⇒ g x( )  đồng biến khi x 1≥  
 Mặt khác, f g(2) (2)=  nên x 2=  là nghiệm duy nhất của (3) 
 Nghiệm: (2;1) . 

Bài 17. Giải hệ phương trình sau: 
x xy y y

x y

5 4 10 6

2
(1)

4 5 8 6 (2)

 + = +


+ + + =
 

 • Dễ thấy y 0≠ . Khi đó (1) ⇔ x x y y
y y

5
5 

+ = + 
 

 (*) 

 Xét hàm số f t t t5( ) = +  ⇒ f t t t4( ) 5 1 0,′ = + > ∀  ⇒ f t( )  đồng biến trên R 

 Do đó (*) ⇔ x y
y

=  ⇔ x y2= . Thay vào (2) ta được: x x4 5 8 6+ + + =  ⇔ x 1=  

 Nghiệm: (1;1),(1; 1)− . 

Bài 18. Giải hệ phương trình sau: 
x x y y

x y 3

(3 ) 2 2 2 1 0 (1)

2 2 (2 1) 1 (2)

 − − − − =


− − − =
 

 • Ta có: (1) ⇔ ( ) ( )x x y y2 2(2 ) 1 2 (2 1) 1 2 1− + − = − + −  (*) 

 Xét hàm số f t t t2( ) ( 1)= +  ⇒ f t( )  đồng biến.  

 Do đó (*) ⇔ ( ) ( )f x f y2 2 1− = −  ⇔ x y2 2 1− = −  ⇔ x y3 2= −  

 Nghiệm: 5 1 5 5(1;1), ;
2 4

 + −
 
 

. 

Bài 19. Giải hệ phương trình sau: x x y y
x y

32(2 1) 2 1 (2 3) 2 (1)
4 2 2 4 6 (2)

 + + + = − −


+ + + =
 

 • (1) ⇔ x x y y3 32(2 1) 2 1 2 ( 2) 2+ + + = − + −  (*) 

 Xét hàm số f t t t3( ) 2= +  ⇒ f t( )  đồng biến.  

 Do đó (*) ⇔ x y2 1 2+ = − ⇔ y x x24 4 3= + +  

 Nghiệm: 1 ;6
2

 
 
 

. 

Bài 20. Giải hệ phương trình sau: 
y y x x x

x y y

3 3 2

2
3 4 2 (1)

1 2 1 (2)

 + = + + +


− − = − −
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  • (1) ⇔ y y x x3 3( 1) 1+ = + + +   (*). Xét hàm số f t t t3( ) = +  ⇒ f t( )  đồng biến. 
 Do đó (*) ⇔ f y f x( ) ( 1)= +  ⇔ y x 1= +  
 Nghiệm: (0;1) . 

Bài 21. Giải hệ phương trình sau: 
y y x x x

y y x

3

2
2 2 1 3 1 (1)

2 1 4 4 (2)

 + + − = −


+ + = + +
 

 • Điều kiện: x4 1− ≤ ≤ . Ta có: (1) ⇔ y y x x x32 2(1 ) 1 1+ = − − + −  (3) 

 Xét hàm số f t t t3( ) 2= +  ⇒ f t( )  đồng biến trên R. Do đó (3) ⇔ y x1= − .  

 Thay vào (2) ta được: x x x3 2 1 4 4− + − = + +   (4) 
 Ta có: VT của (4) là hàm số nghịch biến trên ( 4;1)− , VP của (4) là hàm số đồng biến trên 

( 4;1)− , nên (4) có nghiệm duy nhất x 3= − . 
 Nghiệm: ( 3;2)− . 

Bài 22. Giải hệ phương trình sau: 
x x y y

xx xy x

2

2

(4 1) 2 1 0 (1)

2 3 2 0 (2)
2

 + − − =


− + + − + =


 

 • Điều kiện: x y 14,
2

≥ − ≥ . 

 Ta có (1) ⇔ x x y y x x y y2 2(4 1) 2 1 0 2 (4 1) 2 2 1 0+ − − = ⇔ + = − =  

   x x y y3 3(2 ) 2 ( 2 1) 2 1⇔ + = − + −   (3) 

 Xét hàm số f t t t3( ) = +  ⇒ f t( )  đồng biến trên ¡ , từ đó 

x y x y   x2(3) 2 2 1 4 1 2 ( 0)⇔ = − ⇔ + = ≥  
 Thay vào (2) ta được: 
  x x x x x x x x x2 2 3 24 (4 1) 6 2 8 0 4 4 7 2 8 0− + + + − + = ⇔ − + − + =  (4) 

 Xét hàm số g x x x x x2 3( ) 4 4 7 2 8= − + + − +  có 

xg x x x x x x
x x

2 2 21 5 2 8 1( ) 12 8 7 4 2(2 1) 0, 0
2 8 2 8

+ −′ = − + − = + − + > ∀ ≥
+ +

 

 nên g x( )  đồng biến trên nửa khoảng [0; )+∞ . Mà g x g 1( )
2

 
=  

 
 nên (4) ⇔ x 1

2
= . 

 Nghiệm: 1 ;1
2

 
 
 

. 

Bài 23. Giải hệ phương trình sau: x y x y
x y y2

cos cos
3 18 0

 − = −
 − − =

 

 • HPT ⇔ x x y y
x y y2

cos cos (1)
3 18 0 (2)

 − = −
 − − =

.  

 Xét hàm số f t t t( ) cos= −  ⇒ f t t t( ) 1 sin 0,′ = + ≥ ∀ ⇒ f t( )  đồng biến trên R. 

 Do đó (1) ⇔ f x f y( ) ( )=  ⇔ x y= . Thay vào (2) ta được: x x3 3 18 0− − =  ⇔ x 3= . 
 Nghiệm: (3;3) . 
 
Bài 24. Giải hệ phương trình sau:  
 •  
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 Vấn đề 5: Hệ phương trình hoán vị vòng quanh 
 

 Để giải các hệ phương trình hoán vị vòng quanh 
x f y
y f z
z f x

( )
( )
( )

 =
=

 =
, thường sử dụng tính đơn 

điệu của hàm số để chứng minh x = y = z. 
  – Xét tính đơn điệu hàm số f(t). 
  – Chứng tỏ x < y, x > y, … không xảy ra. 
  – Từ đó suy ra x = y = z. Thế vào hệ đã cho để giải tìm x, y, z. 
 

Bài 1. Giải hệ phương trình sau: 
x y
y z
z x

1 (1)
2 (2)
3 (3)

 + =
+ =

 + =
  

 • Cộng 3 phương trình, vế theo vế, ta được: x y z 3 (4)+ + =  
 Từ (4) và (1) ⇒ z = 2; từ (4) và (2) ⇒ x = 1; từ (4) và (3) ⇒ y = 0. 
 Thử lại ⇒ Nghiệm (x; y; z): (1; 0; 2). 

Bài 2. Giải hệ phương trình sau: 
xy x y
yz y z
zx z x

2 1
2 7
2 2

 = + +
= + +

 = + +
 

 • 
xy x y
yz y z
zx z x

2 1
2 7
2 2

 = + +
= + +

 = + +
 ⇔ 

x y
y z
z x

(2 1)(2 1) 3
(2 1)(2 1) 15
(2 1)(2 1) 5

 − − =
− − =

 − − =
 (*) 

 Nhân các phương trình trên, vế theo vế, ta được:  

  x y z2 2 2(2 1) (2 1) (2 1) 225− − − = ⇔ x y z a
x y z b

(2 1)(2 1)(2 1) 15 ( )
(2 1)(2 1)(2 1) 15 ( )

 − − − =
 − − − = −

 

 Kết hợp với (*) ta được: 

 + Trường hợp (a) ⇒ 
x
y
z

2 1 1
2 1 3
2 1 5

 − =
− =

 − =
 ⇔ 

x
y
z

1
2
3

 =
=

 =
 

 + Trường hợp (b) ⇒ 
x
y
z

2 1 1
2 1 3
2 1 5

 − = −
− = −

 − = −
 ⇔ 

x
y
z

0
1
2

 =
= −

 = −
 

 Thử lại ⇒ Nghiệm (x; y; z): (1;2;3), (0; 1; 2)− − . 
 Bài tương tự: 

 a) 
x xy y
y yz z
z zx x

1
3
7

 + + =
+ + =

 + + =
 ⇔ 

x y
y z
z x

( 1)( 1) 2
( 1)( 1) 4
( 1)( 1) 8

 + + =
+ + =

 + + =
. Nghiệm: (1;0;3),( 3; 2; 5)− − − . 

Bài 3. Giải hệ phương trình sau: 
x y
y z
z x

2

2

2

( 1) 2
( 1) 2
( 1) 2

 − =

 − =
 − =

  (I) 

 • Từ (I) ⇒ x y z, , 0≥ . 

 Xét hàm số f t t 21( ) ( 1)
2

= −  ⇒ f t( )  đồng biến trên (1; )+∞ , nghịch biến trên [0;1] . 

 Khi đó HPT ⇔ 
f x y
f y z
f z x

( )
( )
( )

 =
=

 =
. 
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  Từ hệ (I) ta suy ra được: + nếu x 1<  thì y z1, 1< <  + nếu x 1>  thì y z1, 1> >  
 Dựa vào tính đồng biến, nghịch biến của f t( )  ta chứng minh được x y z= = . 

 Khi đó: x x2( 1) 2− =  ⇔ x 2 3= ± . 

 Nghiệm: ( ) ( )2 3;2 3;2 3 , 2 3;2 3;2 3− − − + + + . 
 Bài tương tự: 

 a) 
x y
y z
z x

2

2

2

1
1
1

 = +

 = +
 = +

. Nghiệm: 1 5 1 5 1 5 1 5 1 5 1 5; ; , ; ;
2 2 2 2 2 2

   − − − + + +
   
   

. 

Bài 4. Giải hệ phương trình sau: 
x x x y
y y y z
z z z x

3 2

3 2

3 2

3 2 5
3 2 5
3 2 5

 + + − =

 + + − =
 + + − =

 

 • Giả sử x x y zmax{ , , }= . Xét 2 trường hợp: 
 a) x y z≥ ≥ .  

 Từ HPT ta có: x x x x
z z z z

3 2

3 2
3 2 5
3 2 5

 + + − ≤


+ + − ≥
 ⇒ x x

z z

2

2
( 1) ( 2) 1 0
( 1) ( 2) 1 0

   − + + ≤   − + + ≥  
 ⇒ x

z
1
1

 ≤
 ≥

 

 b) x z y≥ ≥ . 

 Từ HPT ta có: x x x x
y y y y

3 2

3 2
3 2 5
3 2 5

 + + − ≤


+ + − ≥
 ⇒ x x

y y

2

2
( 1) ( 2) 1 0
( 1) ( 2) 1 0

   − + + ≤   − + + ≥  
 ⇒ x

y
1
1

 ≤
 ≥

 

 Cả 2 trường hợp đều cho: x y z 1= = = . Thử lại thấy x y z 1= = =  là nghiệm của HPT. 
 Nghiệm: (1;1;1) . 

Bài 5. Giải hệ phương trình sau: 
x x x x y
y y y y z
z z z z x

3 2

3 2

3 2

3 3 ln( 1)
3 3 ln( 1)
3 3 ln( 1)

 + − + − + =

 + − + − + =
 + − + − + =

 

 • Xét hàm số f t t t t t3 2( ) 3 3 ln( 1)= + − + − +  ⇒ tf t t t
t t

2
2
2 1( ) 3 1 0,

1
−′ = + + > ∀

− +
 

 ⇒ f t( )  đồng biến trên R. Khi đó HPT ⇔ 
f x y
f y z
f z x

( )
( )
( )

 =
=

 =
.   

 Giả sử x x y zmin( , , )= . Khi đó x y≤  ⇒ f x f y( ) ( )≤  ⇒ y z≤  ⇒ f y f z( ) ( )≤  ⇒ z x≤  
 ⇒ x y z x≤ ≤ ≤  ⇒ x y z= = . 

 Với x y z= =  ta có: x x x x3 22 3 ln( 1) 0+ − + − + =  (*)  

 Hàm số g x x x x x3 2( ) 2 3 ln( 1)= + − + − +  đồng biến và g(1) 0=  nên (*) có nghiệm duy 
nhất x 1= . 

 Nghiệm: (1;1;1) . 
 Bài tương tự: 

 a) 
x y y y
y z z z
z x x x

3 2

3 2

3 2

2 1
2 1
2 1

 + = + +

 + = + +
 + = + +

. Xét hàm số t t tf t
3 2 1( )

2
+ + −

= . Nghiệm: (1;1;1),( 1; 1; 1)− − − . 
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 b) 









=++−

=++−

=++−

xzzz
zyyy
yxxx

4153
4153
4153

23

23

23

. Xét hàm số f t t t t3 2( ) 3 5 1= − + + .  

  Nghiệm: (1;1;1) , ( )1 2;1 2;1 2± ± ± . 

Bài 6. Giải hệ phương trình sau: 

x x y x

y y z y

z z x z

2
3

2
3

2
3

2 6.log (6 )

2 6.log (6 )

2 6.log (6 )

 − + − =
 − + − =


− + − =

 

 • Điều kiện x y z, , 6≤ . HPT ⇔ 

xy
x x

yz
y y

zx
z z

3 2

3 2

3 2

log (6 )
2 6

log (6 )
2 6

log (6 )
2 6


− =

− +
 − =

− +


− =
− +

 (a) 

 Xét các hàm số tf t g t t
t t

32
( ) , ( ) log (6 )

2 6
= = −

− +
 với t 6< . Ta có: 

 + tf t t
t t2

6( ) 0, 6
2 6

−′ = > ∀ <
− +

 ⇒ f t( )  đồng biến 

 + g t t
t

1( ) 0, 6
6

′ = < ∀ <
−

 ⇒ g t( )  nghịch biến 

 Khi đó: (a) ⇔ 
f x g y
f y g z
f z g x

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

 =
=

 =
 

 Giả sử x x y zmin( , , )= . Khi đó x y≤  ⇒ f x f y( ) ( )≤  ⇒ g y g z( ) ( )≤  ⇒ y z≥   
 ⇒ f y f z( ) ( )≥ ⇒ g z g x( ) ( )≥  ⇒ z x≤  ⇒ f z f x( ) ( )≤  ⇒ g x g y( ) ( )≤  ⇒ x y≥   
 ⇒ x y z= = . 

 Với x y z= =  ta có: xx
x x

3 2
log (6 )

2 6
− =

− +
 (b) 

 Hàm số tf t
t t2

( )
2 6

=
− +

 đồng biến, g t t3( ) log (6 )= −  nghịch biến và f g(3) (3) 1= =  

 nên (b) có nghiệm duy nhất x 3= . 
 Nghiệm: (3;3;3) . 
Bài 7. Giải hệ phương trình sau:  
 • 
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 Vấn đề 6: Hệ phương trình giải được bằng phương pháp lượng giác hoá 
 
 • Nếu x a a( 0)≤ >  ta đặt x a cosα=  với [0; ]π∈α . 

 • Nếu x y a a2 2 ( 0)+ = >  ta đặt x a y asin , cosα α= =  với [0;2 ]π∈α . 

 • Với mọi số thực x luôn có một số α  với ;
2 2
π π 

∈ − 
 

α  sao cho x tan= α . 

 

Bài 1. Giải hệ phương trình sau: x y y x
x y

2 21 1 1 (1)
(1 )(1 ) 2 (2)

 − + − =
− − =

 

 • Điều kiện: x x
yy

2

2
1 0 1 1

1 11 0

 − ≥ − ≤ ≤⇔ − ≤ ≤− ≥ 
.  Đặt x ycos , cosα β= =  với , [0; ]π∈α β .     

 Khi đó: HPT ⇔ cos .sin cos .sin 1
(1 cos )(1 cos ) 2

α β β α
α β

 + =
 − + =

 ⇔ 2
sin cos sin cos 1 0 (3)

πα β

α α α α

 + =

 − − − =

 

 Đặt t tsin cos , 2α α= − ≤  ⇒ t21sin cos
2

α α
−

= . 

 Khi đó: (3) ⇔ tt
21 1 0

2
−

− − =  ⇔ t t2 2 3 0+ − =  ⇒ t 1=  

 Với t 1=  ta có: 2 sin 1
4
π 

− = 
 
α  ⇒ 

2
π

=α  ⇒ 0=β  ⇒ x
y

0
1

 =
 =

 

 Nghiệm: (0;1) . 

Bài 2. Giải hệ phương trình sau: x y xy
x y2 2

2( )(1 4 ) 3 (1)
1 (2)

 − + =


+ =
 

 • Do x y2 2 1+ =  nên x y, [ 1;1]∈ − . Đặt x ysin , cosα α= =  với [0;2 ]π∈α . 

 Khi đó (1) ⇔ 2(sin cos )(1 2sin 2 ) 3α α α− + =   

 ⇔ 4sin sin2 sin 3
4 6
π π

α α
  

− + =    
 ⇔ 8sin sin cos 3

4 12 12
π π π

α α α
     

− + − =     
     

 

 ⇔ 4cos cos cos 2 3
12 3 6
π π πα α

    
− − − =        

 

 ⇔ 2cos 4cos cos 2 3
12 12 6
π π π

α α α
     

− − − − =          
 

 ⇔ 2cos 2 cos 3 cos 3
12 4 12
π π πα α α

      
− − − + − =            

 

 ⇔ 2cos 3 3
4
π

α
 

− − = 
 

 ⇔ 3cos 3
4 2
π

α
 

− = − 
 

 ⇔ 
k

k Z
k

13 2
36 3 ( )
7 2
36 3

π π
α

π πα


= +

∈
 = − +


 

 Vì  [0;2 ]π∈α  nên 13 37 51 17 41 65, , , , ,
36 36 36 36 36 36

π π π π π π 
∈  

 
α  
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 Nghiệm: x y

13 13 37 37 51 51sin ;cos , sin ;cos , sin ;cos ,
36 36 36 36 36 36( ; )

17 17 41 41 65 65sin ;cos , sin ;cos , sin ;cos
36 36 36 36 36 36

π π π π π π

π π π π π π

      
            ∈                    

 

Bài 3. Giải hệ phương trình sau: 
x x y y
y y z z
z z x x

2

2

2

2
2
2

 + =

 + =
 + =

     (I) 

 • Từ các phương trình của hệ ta suy ra x y z, , 1≠ ± .  

 Do đó: (I) ⇔  

xy
x
yz
y
zx
z

2

2

2

2 (1)
1

2 (2)
1

2 (3)
1


=

−
 =

−
 = −

.  

 Đặt x tan= α  với ;
2 2
π π 

∈ − 
 

α  sao cho tan ,tan 2 , tan 4 1≠ ±α α α . 

 Khi đó ta có: 
y
z
x

tan2
tan 4
tan8

 =
=

 =

α
α
α

 ⇒ tan8 tan=α α  ⇒ k k Z( )
7
π

= ∈α  

 Vì ;
2 2
π π 

∈ − 
 

α  nên k 0, 1, 2, 3= ± ± ± . 

 Nghiệm: k k kx y z k Z k2 4( ; ; ) tan ; tan ; tan , , 3 3
7 7 7
π π π  

∈ ∈ − ≤ ≤  
  

. 

Bài 4. Giải hệ phương trình sau: 
x z x z z
y x y x x
z y z y y

2 3

2 3

2 3

3 3 0
3 3 0
3 3 0

 − − + =

 − − + =
 − − + =

 

 • HPT ⇔ 
x z z z
y x x x
z y y y

2 3

2 3

2 3

(1 3 ) 3
(1 3 ) 3
(1 3 ) 3

 − = −

 − = −
 − = −

   (I). Từ hệ suy ra x y z 1, ,
3

≠ ± . 

 Do đó: (I) ⇔ 

z zx
z

x xy
x

y yz
y

3

2

3

2
3

2

3 (1)
1 3
3 (2)
1 3
3 (3)
1 3

 −
=

−
 −

=
−

 −
=

−

 (II) 

 Đặt x tan= α  với ;
2 2
π π 

∈ − 
 

α  sao cho 1tan ,tan3 ,tan9
3

≠ ±α α α . 

 Khi đó ta có: 
y
z
x

tan3
tan 9
tan 27

 =
=

 =

α
α

α
 ⇒ tan 27 tan=α α  ⇒ ( )k k Z,

26
π

= ∈α  
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  Vì ;
2 2
π π 

∈ − 
 

α  nên k 12≤ . 

 Nghiệm: k k kx y z k Z k3 9( ; ; ) tan ; tan ; tan , , 12 12
26 26 26
π π π  

∈ ∈ − ≤ ≤  
  

. 

Bài 5. Giải hệ phương trình sau: x y z
x y z

xy yz zx

1 1 13 4 5

1

      
+ = + = +          

 + + =

 

 • Nhận xét: xyz 0≠  và x y z, ,  cùng dấu. Nếu x y z( ; ; )  là một nghiệm của HPT thì 
x y z( ; ; )− − −  cũng là nghiệm của hệ, nên ta sẽ tìm nghiệm x y z, ,  dương của hệ.  

 Đặt x y z 0tan , tan , tan (0 , , 90 )α β γ= = = < <α β γ . 

 Khi đó: HPT trở thành: 
1 1 13 tan 4 tan 5 tan (1)

tan tan tan
tan .tan tan .tan tan .tan 1 (2)

α β γ
α β γ

α β β γ γ α

      
+ = + = +            

 + + =

 

 Ta có: (1) ⇔ 
2 2 21 tan 1 tan 1 tan3 4 5

tan tan tan
α β γ

α β γ

     + + +
= =     

     
 ⇔ 3 4 5

sin2 sin 2 sin 2
= =

α β γ
 

 Từ (2) ⇒ tan (tan tan ) 1 tan tan+ = −γ α β α β  ⇒ cot tan( )= +γ α β  

  ⇒ ( )0tan 90 tan( )− = +γ α β  ⇒ 090+ + =α β γ  

 Do đó: 
0 0

3 4 5
sin2 sin2 sin 2
0 , , 90 ; 90


= =


 < < + + =

α β γ
α β γ α β γ

 ⇒ 2 ,2 ,2α β γ  là các góc của một tam giác 

có độ dài 3 cạnh là 3, 4, 5. 
 Do tam giác có độ dài 3 cạnh là 3, 4, 5 là tam giác vuông nên:  
    02 90=γ  ⇒ 045=γ  ⇒ z tan 1= =γ  

 + 
2

2 tan 3tan2
41 tan

α
α

α
= =

−
 ⇔ x

x2
2 3

41
=

−
 ⇒ x 1

3
=  

 + 
2

2 tan 4tan2
31 tan

β
β

β
= =

−
 ⇔ y

y2
2 4

31
=

−
 ⇒ y 1

2
= . 

  Nghiệm: 1 1 1 1; ;1 , ; ; 1
3 2 3 2

   
− − −   

   
. 

Bài 6. Giải hệ phương trình sau:  
 • HPT  
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 Vấn đề 7: Hệ phương trình chứa tham số 
 

Bài 1. Tìm m để hệ phương trình: 
2 2

2 2

2
( ) 4

 − + =


+ − =

x y x y
m x y x y

 có ba nghiệm phân biệt. 

 • Hệ PT ⇔ 
m x m x m

xy
x

4 2

2

2

( 1) 2( 3) 2 4 0 (1)
2
1

 − + − + − =

 +

=
+

.  

 + Khi m = 1: Hệ PT ⇔ 
x

VNxy
x

2

2

2

2 1 0
( )2

1

 + =

 +

=
+

  

 + Khi m ≠ 1. Đặt t = x2 , t 0≥ . Xét f t m t m t m2( ) ( 1) 2( 3) 2 4 0 (2)= − + − + − =  

 Hệ PT có 3 nghiệm phân biệt  ⇔ (1) có ba nghiệm x phân biệt  

 ⇔ (2) có một nghiệm t = 0 và 1 nghiệm t > 0 ⇔  ( )
f

mm
S

m

(0) 0
... 22 3

0
1

 =
 ⇔ ⇔ =−

= > −

. 

Bài 2. Tìm m để hệ phương trình sau có nghiệm: x xy y I
x xy y m

2 2

2 2
2 1 ( )

 + − =


+ + =
 

 • + Với y 0=  HPT trở thành: x
x m

2

2
2 1 =


=

. Hệ có nghiệm khi m 1
2

= . 

 + Với y 0≠ . Đặt x t
y

= . (I) trở thành: 
t t

y
mt t
y

2
2

2
2

12 1

1


+ − =


 + + =


 ⇔ 
t t

IIy
t t m t t

2
2

2 2

12 1
( )

1 (2 1)


+ − =


 + + = + −

 

 Do đó (I) có nghiệm x y( ; )  ⇔ (II) có nghiệm t y( ; ) . 

 Xét hệ (II), từ t t
y

2
2

12 1+ − =  ⇒ t22 1 1 0+ − >  ⇔ 
t

t

1
1
2

 < −


>


. 

 Do đó (II) có nghiệm t y( ; )  ⇔ t tm
t t

2

2
1

2 1
+ +

=
+ −

 có nghiệm t 1( ; 1) ;
2

 
∈ −∞ − ∪ +∞ 

 
. 

 Xét hàm số t tf t
t t

2

2
1( )

2 1
+ +

=
+ −

, t 1( ; 1) ;
2

 
∈ −∞ − ∪ +∞ 

 
.  

 Ta có: t tf t
t t

2

2 2
6 2( )

(2 1)
+ +′ = −
+ −

, f t( ) 0′ =  ⇔ t
t

3 7
3 7

 = − −


= − +
. 

 Dựa vào BBT của hàm số f t( )  suy ra HPT có nghiệm khi m 14 5 7
28 11 7

+
≥

+
. 

Bài 3. Biết x y( ; )  là nghiệm của hệ x y m
x y m2 2 26

 + =
 + = −

. Hãy tìm giá trị lớn nhất, nhỏ nhất của 

biểu thức A xy x y2( )= + + .  
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 • HPT x y m

xy m2 3
 + =

⇔  = −
 (I).  

 Hệ (I) có nghiệm S P m m m2 2 24 0 4 12 0 2 2⇔ − ≥ ⇔ − + ≥ ⇔ − ≤ ≤  

 A P S m m22 2 3= + = + − . Bài toán tìm lớn nhất, nhỏ nhất của hàm số với m 2;2 ∈ −   
 Đạo hàm A m2 2′ = + , A m0 1′ = ⇔ = −  

 Tìm được Amax 5= , tại m 2=  hay x y x y
xy

2 1
1

 + = ⇔ = = =
 

   Amin 4= − , tại m 1= −  hay x y x
xy y

1 2
2 1

 + = − = −⇔ = − = 
  hoặc x

y
1

2
 =
 = −

. 

Bài 4. Tìm m để hệ phương trình sau có nghiệm duy nhất: xy x y m
x y xy m2 2

2
1

 + + = +
 + = +

 

 • Nếu ( )x y0 0;  là nghiệm của hệ thì ( )y x0 0; cũng là nghiệm của hệ.  

 Vậy nếu hệ có nghiệm duy nhất thì  x y0 0= .  

 Khi đó, hệ trở thành: x x m
x m

2
0 0

3
0

2 2
2 1

 + = +


= +
 x x x2 3

0 0 02 2 1⇒ + = + x x x3 2
0 0 02 2 1 0⇔ − − + =  

 1) x m0 1 1= ⇒ =  2) x m0 1 3= − ⇒ = −   3) x m0
1 3
2 4

= ⇒ = −  

 Ngược lại: 

 1) m 1= , hệ trở thành xy x y
x y xy2 2

3
2

 + + =
 + =

 S P S
SP P

3 2
2 1

 + = =→ ⇔ = = 
  (I) hoặc S

P
1
2

 =
 =

 (II) 

  Hệ (I) có nghiệm ( )1;1 , hệ (II) vô nghiệm. Như vậy, hệ đã cho có nghiệm duy nhất. 

 2) m 3= − , hệ trở thành xy x y
x y xy2 2

1
2

 + + = −
 + = −

 S P S
SP P

1 2
2 1

 + = − = −→ ⇔ = − = 
 (I) v S

P
1

2
 =
 = −

 (II) 

 Hệ (I) có nghiệm ( 1; 1)− − , hệ (II) có nghiệm ( 1;2),(2; 1)− − . Như vậy, hệ đã cho có 3 
nghiệm. 

 3) m 3
4

= − , hệ trở thành 
xy x y

x y xy2 2

5
4
1
4


+ + =


 + =


 
S P

SP

5
4

1
4


+ =

→ 
 =


  
S

P

1
1
4

 =⇔  =
 (I) v S

P

1
4
1

 =

 =

 (II) 

 Hệ (I) có nghiệm 1 1;
2 2

 
 
 

, hệ (II) vô nghiệm. Như vậy, hệ đã cho có nghiệm duy nhất. 

 ĐS: m 31;
4

 
∈ − 

 
. 

Bài 5. Tìm m để hệ phương trình sau: x y y m
y x x m

2

2

 = − +


= − +
 

  a) có nghiệm   b) có nghiệm duy nhất. 

 • HPT x y y x x y2 2⇒ − = − + − x y x y x y( )(1 )⇔ − = − − − x y
x y 0

 =⇔  + =
 

   a)  *) Với x y= , ta được x x x m2= − + x x m2 2 0⇔ − + =  (1) 

   *) Với x y= − , ta được x x x m2= + +  x m2 0⇔ + =   (2) 
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 Vậy hệ có nghiệm ⇔ một trong 2 pt có nghiệm m

m
1

2

1 0
4 0

∆
∆

 ′ = − ≥⇔  = − ≥
 m 1⇔ ≤  

   b) Nếu ( )x y0 0;  là nghiệm của hệ thì ( )y x0 0;  cũng là nghiệm của hệ.  

 Vậy nếu hệ có nghiệm duy nhất thì x y0 0= .  

 Khi đó, ta có: x x x m2
0 0 0= − + x x m2

0 02 0⇔ − + =  (*) 

  Phương trình (*) có nghiệm x0  duy nhất m/ 1 0∆⇔ = − = . 

 Thử lại, m 1=  hệ trở thành: x y y
y x x

2

2
1
1

 = − +


= − +
 x y

x y 0
 =⇒  + =

 

  * Với x y= : ta có x x x2 1= − + x x2 2 1 0⇔ − + = x 1⇔ = y 1⇒ = , nghiệm duy nhất. 

  * Với x y= − : ta có x2 1 0⇔ + = , vô nghiệm 
 ĐS: m 1= . 
Bài 6.  Chứng tỏ rằng với m 0≠  thì hệ phương trình sau có nghiệm duy nhất: 

      

mx y
y

my x
x

2
2

2
2

2

2


= +


 = +

 

 • Với m 0≠
my
y

2
,⇒  cùng dấu, mặt khác x22 0≥  nên y 0> . Tương tự x 0> . 

 HPT x y y m
y x x m

2 2 2

2 2 2
2
2

 = +⇔ 
= +

xy x y y x y x2 ( ) ( )( )⇒ − = − + x y
x y xy  (*)2 0

 =⇔  + + =
 

 (*) vô nghiệm vì x y0, 0> >  

 Vậy HPT x y
x x m3 2 22 (1)

 =
⇔  − =

, ta chỉ cần chứng tỏ hệ này có nghiệm duy nhất. 

 Xét hàm số f x x x3 2( ) 2= − , f x x x2( ) 6 2′ = −  

x  −∞   0  1
3

  +∞  

f x( )′   + 0 −  0 +  

f x( )  
−∞  

 
 

0  1
27

−  
 +∞  

 Dựa vào BBT, đường thẳng y m2=  cắt đồ thị hàm số tại một điểm duy nhất có hoành độ 

dương hay phương trình (1) có nghiệm dương duy nhất khi và chỉ khi m2 0> m 0⇔ ≠ . 
Bài 7.  Chứng tỏ rằng với m 0>  thì hệ phương trình sau có nghiệm duy nhất: 

      x y y m
y x x m

2 2

2 2
3 2 0 (1)
3 2 0 (2)

 − − =


− − =
 

 • Nếu y 0≤  thì VT của (1) âm ⇒ (1) không thỏa mãn , suy ra  y 0> . Tương tự x 0> . 

 Lấy (1) (2)−  , ta được: x y y x x y x y xy x y2 2 2 23 3 2 2 0 ( )(3 2 2 ) 0− + − = ⇔ − + + = (3) 

 Vì x , y > 0 nên (3) ⇔  x y= . Thay vào (1) ta được: f x x x m3 2( ) 3 2= − =  
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   f x x x2'( ) 9 4= −    , f x x x 4'( ) 0 0,
9

= ⇔ = =  

 Dựa vào BBT ta thấy với mọi m 0 >  phương trình f x m( ) =  có nghiệm x  0>  duy nhất. 

Bài 8. Tìm m để hệ phương trình sau có nghiệm: x y
x x y y m

1
1 3

 + =


+ = −
 (D – 2004) 

 • Đặt u x v y u v, ( 0, 0)= = ≥ ≥ . Hệ PT ⇔ u v u v
uv mu v m3 3

1 1
1 3

 + =  + =⇔  =+ = − 
. 

 ĐS: m 10
4

≤ ≤ . 

Bài 9. Tìm m để hệ phương trình sau có nghiệm duy nhất: 
y x m

y xy
2 (1)

1 (2)
 − =
 + =

 

 • Từ (1) ⇒ x y m2= − , nên (2) ⇔ y my y22 1− = −
y

m y
y

1
1 2

 ≤
⇔  = − +

 (vì y ≠ 0) 

 Xét f y y f y
y y2
1 1( ) 2 ( ) 1 0′= − + ⇒ = + >  

 Dựa vào BTT ta kết luận được hệ có nghiệm duy nhất m 2⇔ > . 
 ĐS: m 2> . 

Bài 10. Tìm m để hệ phương trình sau có nghiệm: x y m
x y m m2

1 1 (1)
4 6 (2)

 + + − =


+ = − +
   (I) 

 • Đặt  u x u v
v y

1 ( , 0)
1

 = + ≥
= −

, ta được hệ u v m
u v m m2 2 2 4 6

 + =
 + = − +

u v m
uv m2 3

 + =⇔  = −
 (II) 

 Hệ (I) có nghiệm ( )x y; ⇔ hệ (II) có nghiệm u v( ; )  với u v0; 0≥ ≥  

 Ta biết u v,  là nghiệm của phương trình ( )f t t mt m2 2 3 0= − + − =  (*), nên hệ (II) có 
nghiệm u v0, 0≥ ≥  khi và chỉ khi  (*) có nghiệm kép không âm hay có hai nghiệm phân 
biệt không âm 

  
S P
S
P

2 4 0
0
0

 − ≥
⇔ ≥
 ≥

 
m m
m

m

2 8 12 0
0

2 3 0

 − + ≥
⇔ ≥
 − ≥

m m
m

m

2, 6
0
3
2


 ≤ ≥
⇔ ≥


≥

m

m

6
3 2
2

 ≥
⇔

≤ ≤


 

 ĐS: m m3 2 6
2

≤ ≤ ∨ ≥ . 

Bài 11. Tìm m để hệ phương trình sau có nghiệm: x y m
y x m

2 1
2 1

 + − =


+ − =
. 

 •  Đặt  u x x u21 0 1= − ≥ ⇒ = + , v y y v21 0 1= − ≥ ⇒ = +  

 HPT trở thành:  u v m
v u m

2

2
2 2
2 2

 + + =


+ + =
 (II) 

      Vì u v0, 0≥ ≥  nên điều kiện cần để hệ có nghiệm là m 2≥ . 
 Ngược lại với m 2≥  thì: 
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  (II) u v u v( )(2 2 1) 0⇒ − + − = . Hệ (II) ⇔  

u v
A

u u m
u v

B
u v m

2

2

( )
2 2 0
2 2 1 0 ( )
2 2 0

 =
 + + − =
 + − =
 + + − =

 

 Với hệ (A), PT:  u u m22 2 0+ + − =  có mP 2 0
2
−

= ≤  (vì m 2≥ ) nên có nghiệm u0 . 

 Khi đó hệ (II) có nghiệm u v u0= = ⇒  hệ ban đầu có nghiệm x y u2
0 1= = + . 

 ĐS: m 2≥ . 
 Chú ý: Ta không cần xét hệ (B), vì chỉ cần (A) có nghiệm thì hệ ban đầu có nghiệm. 

Bài 12. Tìm m để hệ phương trình sau có nghiệm: x y m
y x m

1 3 (1)
1 3 (2)

 + + − =


+ + − =
 

 • Điều kiện: x y1 , 3− ≤ ≤ .  

 Lấy (1) (2)−  ta được: x x y y1 3 1 3+ − − = + − −       (3)  

 Xét hàm số f t t t( ) 1 3= + − −  ⇒ f t( )  đồng biến trên ( 1;3)− .  

 Do đó (3) ⇔ x y= . Thay vào (1) ta được:  g x x x m( ) 1 3= + + − =  (4) 
 HPT có nghiệm ⇔ (4) có nghiệm 

 g x( )  là hàm số liên tục trên [ 1;3]−  và g x g x x
x x
1 1'( ) , '( ) 0 1

2 1 2 3
= − = ⇔ =

+ −
 

 Dựa vào BBT ta có (4) có nghiệm ⇔ m2 2 2≤ ≤  
 Kết luận: m2 2 2≤ ≤ . 

Bài 13. Tìm m để hệ phương trình sau có nghiệm: 
x y y x

x x y y m

3 3 2

2 2 2
3 3 2 0 (1)

1 3 2 0 (2)

 − + − − =


+ − − − + =
 

 • Điều kiện x y1 1; 0 2− ≤ ≤ ≤ ≤ .  Khi đó 111 ≤−≤− y  nên: 
 )1()()1(3)1(3)1( 33 −=⇔−−−=−⇔ yfxfyyxx  trong đó [ ]1;1,3)( 3 −∈−= ttttf   
 Ta có: [ ]1;1033)(' 2 −∈∀≥−= tttf  )(tf⇒  đồng biến trên đoạn [ ]1;1− .  

 Do đó 1)1( −=⇔ yx , thế vào (2) ta được 1222 22 −−+−= yyyym .  

 Đặt 22 yyt −= , vì 20 ≤≤ y  nên 10 ≤≤ t .  
 Khi đó (2) )(tfm =⇔  với [ ].1;0,12)( 2 ∈−+= ttttf  

 Xét hàm số g t t t2( ) 2 1= + −  trên đoạn [ ]1;0 , ta có g t t'( ) 2 2= + , g t t'( ) 0 1.= ⇔ = −   

 Suy ra bảng biến thiên của g t t t2( ) 2 1= + −  trên đoạn [ ]1;0  là: 
 

x 0                                                                                  1 
g’(x)                                           +                                    

g(x) 

                                                                                    2 
 
 
-1 

 Từ bảng biến thiên, suy ra giá trị cần tìm của m là [ ]2;1−∈m . 
Bài 14. Tìm m để hệ phương trình sau:  
 •  
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 Vấn đề 8: Giải phương trình bằng cách đưa về hệ phương trình 
 
Bài 1. Giải phương trình sau:  3 18 1 2 2 1++ = −x x  

 • Đặt x xu v3 12 0; 2 1+= > − = .  

 Ta được hệ   u vu v u v
u uv u u v u uv v

3 3

33 2 2
01 2 1 2

2 1 01 2 ( )( 2) 0

   = > + = + =⇔ ⇔  
− + =+ = − + + + =   

  

     ⇔ 
x

x 2

0
1 5log

2

 =
 − + =


 

Bài 2. Giải phương trình sau:  x x3 31 2 2 1+ = −  

 • Đặt y x3 2 1= − . Ta được hệ  x y
y x

3

3
1 2
1 2

 + =


+ =
 ⇒ x y x y xy2 2( )( 2) 0− + + + =  ⇔ x y=  

 ⇒ x x3 2 1 0− + =  ⇔ 
x

x

1
1 5

2

 =
 − ± =


. 

Bài 3. Giải phương trình sau:  x x32 3 2 3 6 5 8 0− + − − =  

 • Đặt u x v x v3 3 2, 6 5 , 0 (*)= − = − ≥ .  

 Ta có hệ: u v
u v3 2

2 3 8
5 3 8

 + =


+ =
⇔ 

uv

u u u3 2

8 2
3

15 4 32 40 0

 −
=


 + − + =

 ⇔ u
v

2
4

 = −
 =

 ⇒ x = –2. 

Bài 4. Giải phương trình sau: 
 •  
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 ĐỀ THI ĐẠI HỌC 
 

Baøi 1. (ĐH 2002B) Giải hệ phương trình:  x y x y
x y x y

3

2

 − = −


+ = + +
. 

 ĐS:   3 1(1;1), ;
2 2

 
 
 

 

Baøi 2. (ĐH 2003A) Giải hệ phương trình:  
x y

x y
y x3

1 1

2 1


− = −


 = +

. 

 ĐS:  1 5 1 5 1 5 1 5(1;1), ; , ;
2 2 2 2

   − + − + − − − −
   
   

 

Baøi 3. (ĐH 2003B) Giải hệ phương trình:  

yy
x

xx
y

2

2
2

2

23

23

 +
=




+ =


. 

 ĐS:   (1; 1) 

Baøi 4. (ĐH 2004D) Tìm m để hệ phương trình sau có nghiệm  x y
x x y y m

1
1 3

 + =


+ = −
 

 ĐS:   m 10
4

≤ ≤  

Baøi 5. (ĐH 2004A–db1) Gọi (x; y) là nghiệm của hệ phương trình x my m
mx y m

2 4
3 1

 − = −
 + = +

 (m là 

tham số). Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức A x y x2 2 2= + − , khi m thay đổi. 
 ĐS:    

Baøi 6. (ĐH 2005A–db1) Giải hệ phương trình:  x y x y
x x y y y

2 2 4
( 1) ( 1) 2

 + + + =
+ + + + =

. 

 ĐS:   ( ) ( )2; 2 , 2; 2 , (1; 2), ( 2;1)− − − −  

Baøi 7. (ĐH 2005A–db2) Giải hệ phương trình:  x y x y
x y
2 1 1

3 2 4
 + + − + =


+ =
. 

 ĐS:   (2; 1)−  

Baøi 8. (ĐH 2006A) Giải hệ phương trình:  x y xy
x y

3
1 1 4

 + − =


+ + + =
. 

 ĐS:  (3; 3). Đặt t xy= . 

Baøi 9. (ĐH 2006A–db1) Giải hệ phương trình:  x y y x y
x y x y

2

2
1 ( ) 4

( 1)( 2)

 + + + =


+ + − =
. 

 ĐS:   (1;2), ( 2;5)−  

Baøi 10. (ĐH 2006A–db2) Giải hệ phương trình:  x x y y
x y

3 3

2 2
8 2
3 3( 1)

 − = +


− = +
. 
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 ĐS:   6 6 6 6(3;1), ( 3; 1), 4 ; , 4 ;

13 13 13 13

   
− − − −   

   
.  

  Chú ý:  x y x y x y x y3 3 2 23( ) 6(4 ) ( 3 )(4 )− = + = − + . 

Baøi 11. (ĐH 2006B–db2) Giải hệ phương trình:  x y x y
x y x y

2 2

2 2
( )( ) 13
( )( ) 25

 − + =


+ − =
. 

 ĐS:   (3;2), ( 2; 3)− − . HPT ⇔ x y
xy x y

3 3 19
( ) 6

 − =
− =

. 

Baøi 12. (ĐH 2006D–db1) Giải hệ phương trình:  x xy y x y
x xy y x y

2 2

2 2 3
3( )
7( )

 − + = −


+ + = −
. 

 ĐS:   (2;1), ( 1; 2)− − . Đặt u x y
v xy

 = −
 =

. 

Baøi 13. (ĐH 2007D) Tìm giá trị của tham số m để hệ phương trình sau có nghiệm thực: 

    
x y

x y

x y m
x y

3 3
3 3

1 1 5

1 1 15 10


+ + + =


 + + + = −


.  

 ĐS:   m m7 2 22
4

≤ ≤ ∨ ≥ . Đặt ( )
u x

x u v
v y

y

1

2, 21


= + ≥ ≥

 = +


. Dùng PP hàm số. 

Baøi 14. (ĐH 2007A–db2) Giải hệ phương trình:  x x y x y
x y x xy

4 3 2 2

3 2
1 (1)

1 (2)

 − + =


− + =
. 

 ĐS:   (1;1), ( 1; 1)− − . Đặt u x xy
v x y

2

3

 = −


=
. Cách 2: Hệ PT ⇔ x x

xy

2 2( 1) 0
1 0

 − =
− =

 ⇔ x
xy

1
1

 = ±
 =

 

Baøi 15. (ĐH 2007B–db2) Giải hệ phương trình:  

xyx x y
x x

xyy y x
y y

2
3 2

2
23

2

2 9
2

2 9


+ = +

 − +

 + = +
 − +

. 

 ĐS:   (0;0), (1;1) . Cộng 2 PT vế theo vế, ta được:  

   VT xy x y VP
x y

2 2
2 23 3

1 12
( 1) 8 ( 1) 8

 
= + = + =  − + − + 

 

  Mà  VT xy x y VP2 22≤ ≤ + = . Dấu "=" xảy ra ⇔ x y
x y

0
1

 = =
 = =

. 

Baøi 16. (ĐH 2007D–db2) Tìm m để hệ phương trình sau có nghiệm duy nhất: 
x y m

x xy
2 0

1
 − − =
 + =

 

 ĐS:   m > 2. PT ⇔ x
x m x2

1
(2 ) 1 0

 ≤


+ − − =
. Dùng tam thức bậc hai. 
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Baøi 17. (ĐH 2008A) Giải hệ phương trình:  

x y x y xy xy

x y xy x

2 3 2

4 2

5
4

5(1 2 )
4


+ + + + = −


 + + + = −


. 

 ĐS:  3 35 25 3; , 1;
4 16 2

   
− −   

  
. Đặt u x y

v xy

2 = +
=

. 

Baøi 18. (ĐH 2008B) Giải hệ phương trình:  x x y x y x
x xy x

4 3 2 2

2
2 2 9
2 6 6

 + + = +


+ = +
. 

 ĐS:   174;
4

 
− 

 
. HPT ⇒ x x x x3( 4) 0 4 ( 0)+ = ⇒ = − ≠ . 

Baøi 19. (ĐH 2008D) Giải hệ phương trình:  xy x y x y
x y y x x y

2 22
2 1 2 2

 + + = −


− − = −
. 

 ĐS:   (5; 2). HPT ⇔ 
x y x y

x y y x x y
( )( 2 1) 0

2 1 2 2
 + − − =
 − − = −

. Chú ý x y 0+ > . 

Baøi 20. (ĐH 2009B) Giải hệ phương trình:  xy x y
x y xy y2 2 2

1 7
1 13

 + + =


+ + =
. 

 ĐS:   11; , (3;1)
3

 
 
 

. Đặt 
u x

y
xv
y

1
= +


 =


. 

Baøi 21. (ĐH 2009D) Giải hệ phương trình:  
x x y

x y
x

2
2

( 1) 3 0
5( ) 1 0

 + + − =

 + − + =

. 

 ĐS:   3(1;1), 2;
2

 
− 

 
. HPT ⇔ 

x y
x

x y
x

2
2

31 0

5( ) 1 0


+ + − =


 + − + =


. Đặt 
u x y

v
x
1

 = +
 =

. 

Baøi 22. (ĐH 2010A)  

 Giải hệ phương trình:  x x y y
x y x

2

2 2
(4 1) ( 3) 5 2 0
4 2 3 4 7

 + + − − =


+ + − =
. 

 ĐS:   1 ;2
2

 
 
 

. HPT ⇒ x x x
2

2 254 2 2 3 4 7 0
2

 
+ − + − − = 

 
. Dùng phương pháp hàm số. 

Baøi 23. (ĐH 2011A) Giải hệ phương trình: x y xy y x y
xy x y x y

2 2 3

2 2 2
5 4 3 2( ) 0 (1)

( ) 2 ( ) (2)

 − + − + =


+ + = +
. 

 ĐS:   Ta có: (2) ⇔ xy x y2 2( 1)( 2) 0− + − =  ⇔ xy x y2 21 2= ∨ + = . 

  Hệ có nghiệm: 2 10 10 2 10 10(1;1), ( 1; 1), ; , ;
5 5 5 5

   
− − − −   

   
. 

Baøi 24. (ĐH 2011D) Tìm m để hệ phương trình sau có nghiệm: x y x xy m
x x y m

3 2

2
2 ( 2)

1 2

 − + + =


+ − = −
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 ĐS:   HPT ⇔ x x x y m

x x x y m

2

2
( )(2 ) (1)
( ) (2 ) 1 2 (2)

 − − =


− + − = −
. Đặt u x x u

v x y

2 1,
4

2

 = − ≥ −

 = −

. 

  Với u 1
4

≥ − , ta có: (1) ⇔ m u u u2(2 1)+ = − +  ⇔ u um
u

2

2 1
− +

=
+

. 

  Xét hàm số u uf u u
u

2 1( ) ,
2 1 4

− +
= ≥ −

+
.  

  Dựa vào bảng biến thiên ta suy ra giá trị cần tìm là: m 2 3
2

−
≤ . 

Baøi 25. (ĐH 2012A) Giải hệ phương trình: 
x x x y y y

x y R
x y x y

3 2 3 2

2 2

3 9 22 3 9
( , )1

2

 − − + = + − ∈
+ − + =

. 

 ĐS:   1 3 3 1; , ;
2 2 2 2

   
− −   

   
. 

Baøi 26. (ĐH 2012D) Giải hệ phương trình:  xy x
x y R

x x y x y xy y3 2 2 2
2 0 ( , )

2 2 0
 + − =

∈ − + + − − =
. 

 ĐS:   1 5 1 5(1;1), ; 5 , ; 5
2 2

   − + − −
−   

   
. 
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